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INLEIDING

Bij de eerste kennismaking met de informatica wordt men geconfronteerd
met een werktuig (computer), waarmee allerlei taken uitgevoerd kunnen
worden, mits men in staat is om op ondubbelzinnige wijze deze taken te
omschrijven (de computer te programmeren). Dan komen onmiddellijk twee

vragen naar voren:

1. Welke taken kunnen met dit type werktuigen worden verricht en anders-
zijds, welke problemen kunnen niet met de computer opgelost worden?
2. Hoe moeten taken worden gespecificeerd opdat zij ook daadwerkeli jk

door de computer uitgevoerd kunnen worden?

De taken, die met behulp van een computer kunnen worden verricht, hebben
betrekking op abstracte, niet-materiéle zaken. De objecten, waar compu-
ters mee werken, zijn symboolrijen. De gebruiker kan deze symboolrijen
uitleggen als namen van personen of dingen of van abstracties =zoals
getallen. De vraag "Welke taken zijn uitvoerbaar?” is dan ook een wis-—
kundige vraag, namelijk: welke transformaties van symboolrijen naar
symboolrijen zijn daadwerkelijk uitvoerbaar, of, op iets hoger abstrac-
tieniveau: welke functies van N naar N zijn berekenbaar? In hoofdstuk 2
komen we terug op de beantwoording van deze vraag en bespreken we een
aantal problemen, die van practisch belang zijn en waarvan kan worden
aangetoond, dat ze niet met behulp van computers kunnen worden opgelost.
In het college al74 Theoretische Informatica II wordt dit onderwerp
verder uitgediept.

De taken, die een computer dient uit te voeren, worden gespecificeerd
met behulp van kunstmatige talen zoals ALGOL-60, PASCAL, ADA, ALGOL-68.
Een kunstmatige taal wordt gedefinieerd door een stelsel van zinsbouwre-
gels, waarmee alle zinnen van de taal geconstrueerd of afgeleid kunnen
worden. Natuurlijke talen (Nederlands, Engels, ...) daarentegen zijn als
zodanig een gegeven; de regels van de zinsbouw vormen slechts een model,

voor (een deel van) de bestaande natuurlijke taal.

Formele talen, dat zijn eindige of oneindige verzamelingen symboolri jen,
zijn wiskundige modellen van zowel natuurlijke talen als van kunstmatige

talen. Bestaande natuurlijke talen en bruikbare kunstmatige talen zijn



oneindig: er is geen bovengrens aan het aantal zinnen, dat geformuleerd
kan worden in de Nederlandse taal; evenmin is er een bovengrens aan het

aantal programma's, dat geschreven kan worden in PASCAL.

Een belangrijk deel van dit dictaat handelt over formele talen. In het
bijzonder zal er veel aandacht besteed worden aan methoden voor het
specificeren van formele talen. Een specificatie moet een eindig object
zijn, immers ook de specificatie van een kunstmatige taal als PASCAL is
eindig. In dit dictaat ligt de nadruk vooral op de volgende twee manie-

ren van specificatie:

(1) Grammatica's. Dit zijn eindige wiskundige objecten met behulp waar-

van zinsbouwregels worden vastgelegd en tevens de wijze waarop die
regels gebruikt moeten worden. Een belangrijke vraag daarbij is, wat
de relatie is tussen de vorm van de regels van een grammatica en het

uitdrukkingsvermogen van de door de grammatica voortgebrachte taal.

(2) Automaten. Dit zijn eindige wiskundige objecten, die model staan
voor programma's, die bepalen of een gegeven symboolrij tot een
bepaalde taal (bijvoorbeeld PASCAL) behoort. Hierbij is een belang- .

rijke vraag wat de relatie is tussen grammatica's en automaten.

Volgens de bovenstaande zeer globale schets van dit college, beperken we
ons tot een wiskundige theorie, die handelt over &én aspect van natuur-—
lijke en kunstmatige talen, namelijk de zinsbouw (syntaxis). Andere
aspecten, zoals de betekenis (semantiek) van diverse taalconstructies
komen slechts heel vluchtig of in het geheel niet aan de orde. Ook het
passend gebruik van de taal (pragmatiek) - bij het programmeren van het

grootste belang — komt in het geheel niet ter sprake.

Elementaire begrippen en notaties

In dit dictaat gebruiken we de volgende notationele conventie met be-
trekking tot de verzamelingentheorie:
- elementen worden aangeduid met kleine (eventueel griekse) letters:

X sXpyeee,3¥,0,B,000



- verzamelingen worden aangegeven met (eventueel griekse) hoofdletters:

Vi ,Vy,ee e, W,X,N,L,E, T, ..

- klassen (of families) van verzamelingen (Dit zijn verzamelingen waar-
van de elementen weer verzamelingen zijn). Deze worden aangeduid met

cursieve hoofdletters: &) ,&;,...

Toegepast op de bekende definities levert deze conventie:

ViuV,={x| xeV, of xc¢ Vz} vereniging
VinV, ={x| x¢ V, en x € Vz} doorsnede
VAV, ={x| x€eV, enx¢V,} verschil

Vi, gV, d.e.s.d. als: als x ¢ V,, dan x € V, inclusie

V) =V, d.e.s.d. als: V; c V, en V, c V3 gelijkheid

Vi € V, d.e.s.d. als: V; c V, en V| # V, echte inclusie

@ is de lege verzameling

V) en V, zijn disjunct d.e.s.d. als: V; nV, = ¢

V, en V, zijn onvergelijkbaar d.e.s.d. -als: Bxlxz[xl € V);\V, en
X, € VZ\Vl]

Al deze definities laten zich ook formuleren voor klassen:

Yl u¥, = {v |V E&’l of V ¢ &’2} vereniging
L nd, ={v]|V €X, enV eX,} doorsnede, etc.

In het licht van deze notationele conventie zijn de volgende symboolrij-

en syntactisch correct:

{x1,%x,} = Vi35 {x1,%,} eé?l; {x1,%,} nV, = &

(0f deze symboolrijen als bewering ook semantisch juist zijn hangt na-
tuurlijk van de waarden van xl,xz,Vl,Vz,z1 en XZ af).

Onder de aannamen, dat Vj c U, &y <X, en x; € U (i = 1,2) voor
zekere U mnSi, zijn de volgende symboolrijen syntactisch incorrect (en

dus ook semantisch onjuist, d.w.z. geen betekenis hebben, slechts onzin

voorstellen):



vV, €V < eLy; V, e y; X Vs
{x,x,} €V; {x,%,} nst; = @; {x,x,} nV, c,; etc.

Daarnaast gebruiken we nog:
P(V) = {X | X S_V}, P(V) is de machtsverzameling van V. (Merk op dat
P(@) = {#} en {8} # @), en
Vv, x V, = {(xl,xz) | X, €V, en x, € Vz}, V, x V, is het cartesisch of
direct produkt van V, en V,. In het algemeen is het cartesisch produkt

niet commutatief; d.w.z. er bestaan verzamelingen V, en V, zodanig dat
VLXVZ#szVl.

Een (binaire of dyadische) relatie R tussen de verzamelingen V, en V, is
een deelverzameling van V, x V,: R c V, x V,. Meestal schrijft men xRy
in plaats van (x,y) € R. Het domein D(R) en het codomein C(R) van een

relatie R worden respectievelijk gedefinieerd door

D(R) = {x | x €V, en dy ¢ v,[xRy]}
C(R) = {y | y € V, en Ix ¢ Vl[ny]}
Indien V| = V, = V zegt men, dat R ¢ V x V een relatie over V is. Een

relatie R over V is:

reflexief als voor alle x in V geldt: xRx,
symmetrisch als voor alle x en y in V geldt: als xRy, dan yRx,
anti-symmetrisch als voor alle x en y in V geldt: als xRy en yRx, dan

X =19,

transitief als voor alle x,y en z in V geldt: als xRy en yRz, dan xRz.

Een equivalentierelatie is een relatie, die reflexief, symmetrisch en

transitief is. Een partiéle ordening is een relatie, die reflexief,

anti-symmetrisch en transitief is. Een totale ordening R over V is een

partiéle ordening, waarvoor geldt dat voor alle x en y in V: xRy of yRx.

Voorbeelden

(1) x = y is voor elke verzameling V een equivalentierelatie.
(2) x = y mod p is voor elke vaste p € N\{O} een equivalentierelatie

over N (N is de verzameling der natuurlijke getallen).



(3) x|y (d.w.z. "x deelt y") is een partiéle ordening over N.

(4) x < y is een totale ordening over N. ®

Voor een relatie R S_Vl x V, definieert men de inverse relatie R™! van R

als volgt:
R cV, x V, met R™! = {(x,y) | yRx}.

Een functie f: V, + V, is een relatie f c V, x V, zodanig, dat voor alle

x €V, eny,,y, € v, geldt:
als xfy en xfy,, dan y, = y,.
Voor functies schrijft men meestal f(x) = y in plaats van xfy.

Een functie f: V, » V, heet totaal als D(f) = V,. Als f niet noodzake-

lijkerwijs totaal is, dan zegt men wel dat f: V, * V, een partiéle func-

tie is. D(f) S.Vl’ en voor alle x € VAD(f) is f(x) ongedefinieerd, nota-
tie f(x)+ (f(x)¥ betekent dat f voor x gedefinieerd is, dus dat
x € D(f)).

Een functie f: v, » V2 is injectief als voor alle X, en x, in D(f)
geldt: als x, # Xy, dan f(x)) # f(x;) (of, hetgeen hiermee geli jk-
waardig is: als f(xl) = f(x,), dan X, = X,). Een functie f: V, » V, heet
surjectief indien C(f) = V,, en bijecfief als f zowel injectief als

sur jectief is.

Als f een functie is, is f~! niet altijd een functie (maar natuurli jk
wel een relatie). Indien f injectief is, dan is f~!: V, » V, een partié-
le functie. De inverse van een bijectieve functie, is weer een bijectie-

ve functie (Ga dit na).

Het cartesisch product van verzamelingen kan uitgebreid worden tot een
willekeurig aantal factoren; in het bijzonder geldt voor alle n > 1:
A" = AxAx...xA = {(a;,a,,.00,a_ ) | a, € A 1<i<n}
w 1’ 2’ ’ n i ’
n maal

terwijl A0 = {g@}.



0.2.

Een (eindig) type t is een element van NP voor een of andere n > O0;

dus 1 = (ml,...,mn). Een ‘- algebra van type 1 = (m,...,m;) is een

tweetal (A,F) met

- A is een verzameling, en

- F = (f,,...,f5) is een geordend n-tal van functies, de O%Fraties
van de algebra, zodanig dat voor alle i (1<i<n) fj: A i + A
een totale functie is (mj wordt de rang van de operatie f; ge-
noemd). .

Merk op dat als mj = 0, dan geldt fj: {6} +» A, d.w.z. fj is een

constante functie, waarvan de waarde fj(¢) ook wordt aangegeven met

fj; dus fj € A als mj = 0).

In dit college komen twee soorten algebra's veelvuldig naar voren:

namelijk de monoide en de halfring.

Een monoide (M,(e¢,l)) is een algebra van het type (2,0), die voldoet aan

Xeoe (ye z)=(xey)e z e is associatief

x*e1l=1ee x=x 1 is het neutrale element

voor alle x, y en z in M (Men gebruikt de infix-notatie x e y in plaats
van de prefix-notatie e(x,y)). M heet commutatief als voor alle x en y

in M geldt: x ¢ y =y ¢ X.

Voorbeelden

(1) (N,(+,0)), (N,(x,1)), en voor elke verzameling V zijn (P(V),(u,d))
en (P(V),(n,V)) commutatieve monoiden.

(2) 2ij voor elke verzameling V, per definitie VW = {f | f: V » vi}.
Dan is (VV,(e¢,1)), waarbij

f e g =h met h(x) = g(£f(x)) voor alle x in V,

en 1(x) = x voor alle x in V,
een niet-commutatieve monoide. °

Een halfring (H,(®,8,0,1)) is een algebra van het type (2,2,0,0), zo dat
voor alle x,y,z € H geldt:



0.3.

x@®(y®z) = (xdy) ®z ® is associatief

x®y=y®x @ is commutatief

x®0=0606x =x 0 is het neutrale element m.b.t. @
x0 (y0 2z)=(x0y)oz ® is associatief

x01=10zx=x 1 is het neutrale element m.b.t. @
x90=00x=0 0 is het nulelement m.b.t. ©

x0 (y®z) =(x0y)®(x0 z) ® is linksdistributief over &
(x®y)Oz=(x02z)@(yO z) 0 is rechtsdistributief over @

(We gebruiken weer de infix-notatie in plaats van de prefix-notatie).

H heet commutatief als voor alle x en y in H geldt: x @ y =y 0 x.

Voorbeelden

(N,(+,x,0,1)) en (P(V),(u,n,B,V)), V een willekeurige verzameling, zijn
commutatieve halfringen. Beschouw

M= {f I f: N+ N, £(0) = 0 en als m < n, dan f(m) < f(n)}

max(f,g) = h met h(n) max{f(n),g(n)} voor alle n € N,

fog=nh met h(n) = g(£f(n)) voor alle n € N,
0 € M met O(n) = 0 voor alle n € N,
1l e M met 1(n) = n voor alle m € N,
dan is (d’,(max,o,g,l)) een niet-commutatieve halfring (Ga dit na). °

z2ij © = (my,...,myp) een type en (A,(f1,.44,fn)) en (B,(gy,+++,8n))
algebra's van type 1. Een functie h: A + B, die voldoet aan
h(fi(al,a?_,...,ami)) = gi(h(al),h(az),...,h(ami)) voor
alle aj € A (1 < j <mj) en alle i (1 < 1 < n), is een homomorfisme
(of homomorfie; Eng. "homomorphism™) van A in B. In het bijzonder is een
functie h: M; > M, waarin (Ml,(ol,ll)) en (Mz,(oz,lz)) monoiden zijn,
een (monoTIde-)homomorfisme van M, in M,, indien voor alle x en y in M
geldt, dat h(x °] y) = h(x) o, h(y) en h(l;) = 1,. Evenzo is eén functie
h: Hy * Hz, waarin (H,(®;,e;,0;,1;)) en (H2,(®2,0,,0,,1,)) halfringen
zijn een (halfring-)homomorfisme van H} in Hy, indien voor alle x en y
in H; geldt, dat h(x &, y) = h(x) &, h(y), h(x °; ¥) = h(x) e, h(y),

h(Ol) = 02 en h(ll) = 12.



0.4.

(2)

Voorbeelden
(1) Z2ij h: N > N met h(n) = 2% yoor alle néN. Dan is h een (monoide-)
homomorfisme van (N,(+,0)) in (N,(x,1)) want h(mn) = 2m+n

20 x 20 = h(m) x h(n) voor alle m,n € N en h(0) = 20 = 1,

Zij de operaties max, o, O en 1 als in voorbeeld 0.3. en
%3 = {f | f: N> N, £(0) = 0, en f(n) € {O,n} voor alle n € N}. Dan
is (¥,(max,0,0,1)) een commutatieve halfring (Toon dit aan), en de
functie h: J + P(N) met h(f) = {x € N | f(x) # O} een (halfring-)
homomorfisme van (¥,(max,0,0,1)) in (P(N),(U,n,¢,N\JO})), daar voor
alle f en g in ¥ geldt:

h(max(f,8)) = {x | (max(f,g))(x) # 0} =
= {x | £f(x) # 0 of g(x) # 0} =
= {x | £(x) # 0} u {x | g(x) # 0} = h(f) v h(g),
h(f o g8) = {x| (£ 0g)x)#0}={x]| g(f(x)) # 0} =
= {x | £(x) # 0 en g(x) # 0} =
= {x | £f(x) # 0} n {x | g(x) # 0} = h(f) n h(g),
h(0) = {x | o(x) # 0} =9
h(1) = {x | 1(x) # 0o} = n\{o}. .

Een isomorfisme is een bijectief homomorfisme. Twee algebra's heten

isomorf als er een isomorfisme van de ene in de andere algebra bestaat.

Isomorfe algebra's zijn, op de naamgeving van elementen en operaties na,

geli jk.



1.1.

1.2.

1.3.

1.4,

1.5.

BASISBEGRIPPEN: Talen - Herschrijfsystemen — Grammatica's

Definitie: Een alfabet V is een eindige, niet-lege verzameling elemen-—

ten. De elementen van het alfabet V worden letters of symbo-

len genoemd.

Voorbeeld

De verzamelingen V = {0} en W = {0,1,2,3} zijn voorbeelden van alfabet-

ten. Beide alfabetteﬁ bevatten de letter O. L]

Definitie: Een woord over een alfabet V is een eindige geordende rij van
nul of meer 1letters uit V, waarbij eenzelfde letter meer
malen mag voorkomen. Het woord dat uit nul letters bestaat,

wordt het lege woord genoemd en wordt aangegeven met het

symbool A. Een woord a # X over V kan geschreven worden
als a = aja;...ap, aj € V, 1 < i < n. Een hieruit gekozen
rij opeenvolgende 1letters a' = ajaj+l..-ak,

aj €V, 1< j< i<k < n, heet een deelwoord van a.

Voorbeeld

Laat het alfabet V gegeven zijn door V = {a,b,c} dan is o = aabcaa een
woord over V; o' = abc en a" = aab zijn deelwoorden van a, maar B = aba
is geen deelwoord van a. )

Definitie: De verzameling van alle woorden over een alfabet V wordt

aangegeven met v*; vt is de verzameling van alle niet-lege

woorden over V. Merk op dat V¥ = V*‘\{A}.
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1.6. Definitie: Zij V een alfabet en o € VI, B € V*. Met de notatie #(a,B)
wordt het aantal malen aangegeven dat het woord a als deel-

woord in het woord B voorkomt.
1.7. Voorbeeld
Laat het alfabet V gegeven zijn door V = {a,b,c}, dan is #(a,abbca) = 2,

#(a,\) = 0, #(c,ac?) = n en #(aba,ababa) = 2. °

1.8. Definitie: Zij V een alfabet. De lengte van een woord a € V*, aange-

duid met |a|, is gelijk aan EV #(x,a).
x

1.9. Voorbeeld

De woorden aabcaa, a en A zijn woorden over V = {a,b,c,d}. Er geldt

|aabcaal| = 6, |a] = 1 en |A| = O. °

1.10. Definitie: Als a en B woorden over een alfabet V zijn, dan wordt een
nieuw woord af € v* gevormd door a en B achter elkaar te
schrijven. Dit achter elkaar schrijven wordt concateneren

genoemd en af heet de concatenatie van de woorden a en RB.

1.11. Oefening

Druk de lengte van het woord af uit in de lengten van de woorden o en 8.

Merk op dat concatenatie een associatieve operatie is. Algebraisch ge-
zien betekent dit dat V* een monofde is met concatenatie als binaire

operatie en A als neutraal element.

1.12. Definitie: Een taal L over een alfabet V is een verzameling woorden over

V, zodat L S.V*-
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1.13. Voorbeeld

De volgende verzamelingen zijn talen over het alfabet {0,1}.

Ly = {A}

1..=I{0 1 11 o000l
l.l3 = 1\.1’ l.’ LL’ UUUI
L, = {O® | n is priem}
Lg = {0,1}*

Merk op dat L, # L,, immers L; bevat geen elementen en L, bevat pre-
cies &én element. L3 is een eindige taal, en L, en Lg zijn oneindige

talen. Beschouw
D={a |dn € N[0,a is de binaire schrijfwijze van %4}

D is geen taal over V = {0,1}, aangezien D ook niet-eindige rijtjes

nullen en enen bevat. °

Zoals uit voorbeeld 1.13. blijkt, bestaan er verschillende manieren om
een taal L over een gegeven alfabet V te specificeren. Als L een eindige
taal is, kunnen alle woorden van L opgesomd worden, zoals in voorbeeld
1.13. bij de taal L3 het geval is. Een tweede methode voor de specifica-
tie van een taal is de formulering van een voor de woorden uit L kenmer-
kende eigenschap, zoals bij L,. We kunnen een taal L ook specificeren
door een methode te geven met behulp waarvan de woorden uit L voortge-
bracht kunnen worden. Daarvoor wordt een voortbrengende (of generatieve)
grammatica gebruikt. Het centrale begrip achter zo'n voortbrengende

grammatica is het begrip herschri jfsysteem.

1.14. Definitie: Een herschrijfsysteem is een paar H = (V,P), waarin V een
alfabet is en P een eindige deelverzameling van V* x V*.
De elementen (a,B) € P heten herschrijf- of productieregels.

In plaats van (a,B) € P schrijft men q« 7 B

als duidelijk is om welk herschrijfsysteem het handelt.

’ Of a * B,



1.15.

1.16.
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Met behulp van een herschrijfsysteem kunnen woorden omgevormd worden tot
andere woorden door het toepassen van een herschrijfregel. Beschouw het
herschrijfsysteem H = ({a,b}, {ab > aabb}). De herschrijfregel ab » aabb
wordt op het woord a = abaa uit {a,b}* toegepast door het deelwoord
ab in o te vervangen door het woord aabb. Het resultaat is een nieuw
woord B = aabbaa uit {a,b}*. Op het woord o = abab kan de produktiere-

gel ab + aabb op verschillende manieren toegepast worden:

- de produktieregel ab + aabb wordt tegelijkertijd op alle deelwoorden
ab in o toegepast, resulterend in aabbaabb € {a,b}*;

- de produktieregel wordt op het meest linkse (rechtse) deelwoord ab in
a toegepast, resulterend in aabbab (abaabb);

- de produktieregel wordt op precies @én, willekeurig gekozen, deelwoord
ab in o toegepast. Uit a kan dus zowel het woord aabbab als het woord

abaabb gevormd worden.

Afgesproken wordt dat in dit dictaat onder het toepassen van een produk-

tieregel altijd de laatstgenoemde mogeli jkheid wordt verstaan.

Definitie: Zij H = (V,P) een herschrijfsysteem en zij o, € V¥. a
leidt direkt B af, notatie « if%s, als er woorden
@, ,ay,Y,58 € v* zijn, zodanig dat a = a,Ya, en B = a,8a, en
Y>> § € P.

Voorbeeld

Beschouw nogmaals het herschrijfsysteem, H = (V,P) = ({a,b},{ab > aabb})
Als uitgegaan wordt van het woord ab, is het mogelijk door herhaaldeli jk
de produktieregel ab + aabb toe te passen, de woorden aabb, aaabbb, ...,

altbn, ... (n » 1) af te leiden. °

Let op het verschil tussen + en=»: hiermee worden twee totaal verschil-

lende relaties op v* aangeduid.

- + is een eindige binaire relatie op V*; er zijn eindig veel paren o

en B, zodanig dat o + B geldt. Merk op dat + een eindige relatie moet
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zijn opdat een herschrijfsysteem een eindig object is. Elke regel van

de vorm a + B geeft als het ware een handelingsvoorschrift aan.

- =pis een oneindige binaire relatie op v*: er zijn oneindig veel
paren o en B, zodanig dat o =3B geldt. De relatie = geeft voor alle
mogelijke situaties aan hoe het eindige voorschrift + in die betref-
fende situatie w

Het is onjuist te menen dat bij een gegeven relatie » op zinvolle wijze

slechts &én relatie =pkan worden gedefinieerd (zie definitie 1.15.). Ook

als =pgegeven is, ligt daarmee > in het algemeen niet eenduidig vast.

De relatie =) beschrijft het eenmalig toepassen van een van de gegeven
produktieregels. Wat betreft het herhaald toepassen van de gegeven pro-

duktieregels geldt de volgende

1.17. Definitie: - het nul maal toepassen van een produktieregel wordt geno-

teerd als :gi> .
a-_-g?B dan en slechts dan als B = a.

= het k > 1 maal toepassen van een of meer produktieregels
wordt genoteerd als Ki:
(x£é>6 dan en slechts dan als er woorden a=Y(sYyse s Yk=B
zijn zodanig dat voor alle 0 < i < k geldt Yi =>Yi+1'
De rij a = Yo=%y;=» ...Pyk = B wordt een afleiding van
B uit o genoemd.

= het willekeurig vaak doch tenminste eemmaal toepassen van
een of meer produktieregels wordt genoteerd als éé:
a:i?ﬁ dan en slechts dan als er een k » 1 is, zodanig dat
a=§,8.

= het willekeurig vaak toepassen van een of meer produktiere-
gels wordt genoteerd als=§b:
a:é}B dan en slechts dan als er een k > 0O is, zodanig dat

a=§;B-

1.18. Oefening

Beschouw het herschrijfsysteem H = ({a,b}, {ab »> A}). Bepaal voor welke
woorden a € {a,b}* geldt dat G=%$A.
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Het herhaald toepassen van de gegeven produktieregels, aangegeven met
éof .%, sluit als volgt aan bij de wiskundige begrippen transitieve

afsluiting en reflexieve afsluiting:

1.19. Definitie: Laat ~ een binaire relatie op een verzameling W zijn, dat wil

zeggen ~ < WxW.

- De reflexieve afsluiting van ~ 1is de relatie s
~u {(x,x) | x € W}.

- De transitieve afsluiting van ~,. notatie t, wordt gege-
ven door
( i) Vx,y € Wwals x ~y, dan x £ y.
( ii) Vx,y,z € W als xiy enytz, dan x %z.
(1ii) geen andere paren (x,y) behoren tot E.

- De reflexieve en transitieve afsluiting van ~ is de relatie

z:%:tu{(x,x)'xEW}o

De relatie ~ (en in het bijzonder +,%,=--’->en:;§) is in het algemeen

niet symmetrisch (een relatie ~ c WxW is symmetrisch als ‘v'x,y € W:

X ~ y dan en slechts dan als y ~ x).

1.20. Oefeningen

(1) Op de verzameling {1,2,3} is de relatie ~ gedefinieerd door
~ = {(1,2),(2,2),(2,3)}. Bepaal ¥ en %.

(2) Beschouw de gerichte graaf met als verzameling knopen {1,2,3} en
als verzameling takken de verzameling ~. Wat is nu de betekenis van

ten X9

(3) Ga na dat:;t>en é}respectievelijk de transitieve en de reflexie-

ve en transitieve afsluiting van de relatie = aanduiden.

Om van een herschrijfsysteem H = (V,P) tot een grammatica te komen, wor-

den een symbool S € V en een deelverzameling I van V aangegeven en wor-—



1.21.

1.22.

1.23.

_15_.

den in het bijzonder die woorden w € £* beschouwd waarvoor geldt
*
S=ﬁf?w. Een op zo'n manier aangepast herschrijfsysteem wordt

een (voortbrengende) grammatica genoemd.

Definitie: Een grammatica G is een geordend viertal G = (V,I,P,S) waarin

- V een eindige niet-lege verzameling is; V wordt het alfabet
van G genoemd;

- L c V een eindige niet-lege deelverzameling van V is; I
wordt het eindalfabet van G genoemd en de letters uit I
worden eindsymbolen genoemd (Eng.: "terminal symbols”. In
de Engelse literatuur wordt veelal de term "terminals” ge-
hanteerd). De letters uit V\I worden hulpsymbolen genoemd
(Eng.: ‘"nonterminal symbols”. In de Engelse literatuur
wordt veelal de term "nonterminals” gehanteerd);

-= S € V\I het begin- of startsymbool van G is;

- P een verzameling produktieregels van G is.

Definitie: 2ij G = (V,Z,P,S) een grammatica. Een woord a € V* heet een

zinsvorm van G als S =>q. Een woord w € I* heet een zin
van G als Séw. Een zin is dus een zinsvorm die alleen

uit eindsymbolen bestaat.
In het navolgende wordt de volgende notatieconventie gehanteerd:

—- hulpsymbolen worden aangeduid met hoofdletters, meestal uit het begin
van het alfabet (uitzondering: het startsymbool S);

- de kleine letters achter in het alfabet geven zinnen aan;

- met de kleine letters voor in het alfabet en soms ook met ¢, §, #,
... worden eindsymbolen aangeduid;

- zinsvormen waarin hulpsymbolen mogen voorkomen, worden met kleine

Griekse letters aangegeven.

‘Definitie: Zij G = (V,I,P,S) een grammatica. De taal die voortgebracht

wordt door G, aangeduid met L(G), is de verzameling L(G) =
{W € * | S=§>w}.
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1.24. Definitie: Als G, en G, grammatica's zijn, dan heten G, en G, equivalent
als L(GL) = L(G,).

1.25. Voorbeeld

Beschouw de grammatica G = (V,I,P,S), waarin

<
|

{S,a,b}

{a,b}
{s » ss, s » asb, S » bSa, S + A}

L]
[l

Bewering: L(G) bestaat uit alle woorden over I, die evenveel a's als b's
hoawvatrtan Nm Aama harvarine +a harsdi 3o0an mnaat+t wnrdan aanca +annd Aas

v vauLiuLcClle viu ucLc vCcwcCcLu .I.lls L5 — UCW-LJLCI.I., muvce wuiLucCu aausct.uuuu uase

- L(G) ¢ L

- L c L(G)

waarin L = {w | #(a,w) = #(b,w)} °

Voor een dergelijk bewijs wordt gebruik gemaakt van de invariantenmetho-

de:

1.26. Definitie: Een invariant van -een herschrijfsysteem H = (V,P) 1is een

uitspraak U waarvoor geldt

Vo,¥ € V*[als U(4) en $ =3y, dan U(H)].

1.27. Eigenschap

U is een invariant van het herschrijfsysteem H = (V,P), dan en slechts

dan als V¢,y € V*[als U(¢) en ¢=§?w, dan U(Y) |.

Bewi js
Het bewijs van deze eigenschap verloopt in twee stappen:
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Gegeven: U is een invariant van H = (V,P).

Te bewijzen: Y¢,y € V*[als U(¢) en ¢?% dan U(q;)].
Bewijs: dit volgt uit de definitie vané; immers =>E%*.

Gegeven: Yo,y € V*[él_s_ U(¢) en 4)'—{{'}11), dan u(y) .

Te bewijzen: U is een invariant van H = (V,P).

Bewijs: Met inductie naar k wordt aangetoond dat uit het gegeven

mag worden geconcludeerd

k

Vk>0,V¢,p €V [als 0(s) en =5y, dan U(Y)].
H

Initialisatiestap: k = 0. Als ¢=-S-l#1p, dan ¢ = ¢, dus

0
Vo,v € v [als U(4) en ¢ =3y, dan U(W)].
H

Inductieveronderstelling: Neem aan dat voor alle k < m, m » 0, uit

het gegeven mag worden geconcludeerd dat:

k
V ¢,v € V'[als U($) en ¢ =y, dan U(Y) ]
H

m+1

Inductiniestap: Zij U(¢) en cb-l_T--?w. Dan is er een & zo-
dat 4)?5:1?\1).

Uit de inductieveronderstelling volgt dat U(g) geldt, en uit het
gegeven volgt vervolgens dat U(y) geldt, zodat:

mt+l
*
Y d,p €V [als U(¢) en ¢ =2y, dan U(xp)].
H
Hiermee is aangetoond dat uit het gegeven mag worden geconcludeerd

k
Vi > 0,¥¢, v € v [als U(4) en ¢ =»y, dan U(H)]-
H

Rad
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*
Zij nu U(¢) en ¢ =§> Y. Dan is er een k » 0, zodanig dat
¢Hé\p. Uit

k
Vi > 0, Vo,p ¢ v [als U(o) en ¢ =3y, dan U(Y)],
H

volgt U(y), zodat

*

Vo,p € V [als U($) en ¢ =y, dan U(y)].
H

Hieruit volgt dat U een invariant is voor het herschrijfsysteem H.

Uit (1) en (2) volgt hetgeen te bewijzen was.
Einde bewijs.

In het vervolg wordt voor functies en predikaten gebruik gemaakt van de
zogenaamde A-notatie van Church. Een functie f: D, x D, x ... x Dp =+

€, x C) x «.. x Cp wordt genoteerd als
f = Axl...xn[uitdrukking in x, tot en met xn].

Als overal in de uitdrukking in x; tot en met X voor xi een waarde
di € Dj, 1 € i < n, wordt ingevuld, en de resulterende uitdrukking
wordt geé€valueerd, moet een element (c,,...,cpm) € C, x C; X ... x Cp
worden verkregen. Dit element (c¢,,...,cp) 1is het beeld van

(dj,+..,dp) € D, x D) x ... x Dy onder de functie f.

Voorbeelden

(1) £ = )\xy[x2 + y2] is een functie f: N2 » N, waarvoor Y(x,y) € N2,
f(x,y) = x2 + y2.

(2) g = Xxy[x > y] is een functie g: N2 » {waar, onwaar}, waarvoor
geldt g(x,y) = waar, dan en slechts dan als x » y; g kan men ook
als predikaat beschouwen.

(3) h-= Axy[(x+y,y)] is een functie h: N2 » N2. Deze functie beeldt een
paar (x,y) € N2 af op het paar (x+y,y) € N2. °
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1.29. Voorbeeld

Beschouw nogmaals de grammatica G uit voorbeeld 1.25. Het bewijs van

L(G) < L verloopt als volgt:

De bewering U = A¢[#(a,¢) = #(b,$)]| is een invariant van het aan G ten
grondslag liggende herschrijfsysteem H = (V,P). Immers als U(¢) geldt en
¢ =y, dan

(1) [#(a,v) = #(a,¢) = #(b,¢) = #(b,p)] = U(y), als op het woord ¢ een
van de produktieregels S + SS of S + A wordt toegepast.
(2) [#(a,w) = #(a,¢)+l = #(b,¢)+l = #(b,w)] = U(y) als op het woord ¢

een van de overige produktieregels wordt toegepast.

Aangezien U(S) geldt, volgt voor alle w € L(G) dat U(w) geldt: U(S) en
S=pw, dus U(w). Hieruit volgt dat L(G) c L.

Om L c L(G) te bewijzen, wordt met behulp van inductie naar de woord-
lengte 2k, k > 1, aangetoond dat voor elk woord w € L, met |w| = 2k, een

*
afleiding S=§?w in G bestaat.

Initialisatiestap: k = 1. Er zijn in L precies twee woorden ter lengte

2, namelijk de woorden w, = ab en w, = ba. Aangezien S » aSb, S + bSa en
* *

S + X produktieregels in P van G zijn, geldt S =pab en S =pba

zodat W W, € L(G).

Inductieveronderstelling: Neem aan dat Vk < m, m » 1 en voor alle woor-

den w € L, met |w| = 2k, geldt w € L(G).

Inductiestap: Beschouw w € L, met |w| = 2m+2. Dan is er een woord
w' # A, zodanig dat

1. w = aw'a, of

2. w = aw'b, of

3. w = bw'a, of

bw'b.

&S
]
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In de gevallen 2. en 3. is w' € L en |w'| = 2m. Uit de inductieveronder-
stelling volgt w' € L(G), maar dan is ook w € L(G), immers
S =—> aShb éaw'b in geval 2., en S ==»bSa *ﬁbw'a in geval 3. In
de gevallen l. en 4. is w te schrijven als w = wWw,, zodanig dat
wi,w, € L, en w, # \ en w, # A (Ga dit na). Aangezien |w,|,|w,| < 2m
geldt volgens de inductieveronderstelling wy,w, € L(G). Maar dan is ook
w € L(G), immers S =SS *=w1w2. °

Voorbeeld

In dit voorbeeld wordt de tweetallige schrijfwijze van een natuurlijk
getal n bepaald, en wel op twee manieren:

- met een Pascal-programma;

- met een herschrijfsysteem.

Bij het opschrijven van invarianten wordt gebruik gemaakt van de functie

g: {0,1}* » N, die als volgt is gedefinieerd:

g(A) =0

m
_ m-1i
g(by...b ) = izlbiz (b, € {0,1}, 1 < 1 < m).

Het volgende Pascal-programma bepaalt de tweetallige schrijfwijze van

een natuurli jk getal n:

invoer : n, een natuurlijk getal
uitvoer: w, een woord over {0,1}*, zodanig dat w de tweetallige

schri jfwi jze van n is.

var X;
begin
w o= A;
X = n;

{gw) + x 2lvl - n}
while x > 0 do

begin
[S(W) + x 2|w| =nen x > 0}

w = (x mod 2)w;
x = |X
{gw) + x ZIWI =n en x > 0}
end
[g(w) + x ZIWI =n en x = 0}
end.

{g(w) = n}
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De uitspraak [g(w) + x Z‘WI = n] is voor ieder natuurlijk getal n

een invariant voor bovenstaand programma, zoals eenvoudig kan worden

aangetoond.

Als de berekening op invoer n termineert, geldt dus inderdaad dat na
afloop van de berekening w de tweetallige schrijfwijze van n is. Res-
teert nog aan te tonen dat voor alle n » O de door het programma bepaal-
de berekening op invoer n termineert. De rij van alle waarden die aan de
variabele x worden toegekend, begint met n en daalt vervolgens bij elk
doorlopen van de while-lus. Aangezien alleen gehele getallen als waarde
worden toegekend, wordt na ten hoogste n stappen de waarde O bereikt.
Dan wordt de while-lus niet langer doorlopen en termineert de bereke-

ning.

Het ontwerpen van herschrijfsystemen is vergelijkbaar met het ontwerpen
van programma's. Het ontwerpen en analyseren van herschrijfsystemen is
lastiger, enerzijds omdat er geen datatypen en datastructurering zijn:
alles moet worden opgebouwd met behulp van herschrijfregels; anderzijds
omdat er bij herschrijfsystemen vele verschillende afleidingen van een
woord w uit een woord v kunnen zijn, terwijl de door een programma be-
paalde berekening op invoer v eenduidig is bepaald. Het huidige voor-
beeld is voldoende eenvoudig om zowel de overeenkomsten in benadering

als de verschillen in uitwerking overzichtelijk te houden.

Er wordt nu een herschrijfsysteem H = (V,P) gegeven "om de tweetallige
schrijfwijze van n te bepalen”, of beter geformuleerd "waarvoor geldt
{O,l,a,p,-ﬂ c V en voor elke n » 0 en w € {0,1}*, p.aﬂ4=é9w dan en

slechts dan als g(w) = n".
Het herschrijfsysteem H is als volgt gedefinieerd:

-Vs= {0,1,8,[‘,—'}
- P bestaat uit regels

- > c
}(d)

Caa + aC

cCH4 + -0
} (r)
Ca—{ » 1

> A
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De werking van H blijkt uit de volgende afleiding:

j-a°o => -CaX = |-aCa3H4 = faaCaH = taa -l —»
=>-Ca2—l =>}-aC—l = ~a—01 = |-Ca—01 =>
=>--101 =>101.

De deling wordt dus uitgevoerd met behulp van de regels (d), terwijl de
regels (r) het bepalen van de rest bij deling door twee alsmede het

opbouwen van de tweetallige schrijfwijze verzorgen.

Om de correctheid van het herschrijfsysteem te bewijzen moet worden
aangetoond
(1) Als F—an_{=§$w en w € {0,1}*, dan is g(w) = n.

Dit komt overeen met "als het programma termineert dan is g(w) = n"

in het geval van het Pascal-programma.

(2) Voor elke n is er een woord w over {0,l1} zodanig dat p-al- =£»w

en g(w) = n.

Deze bewering is analoog met "voor elke n termineert de berekening”

in het geval van het Pascal-programma.

Deel (1) wordt bewezen met behulp van de invariantenmethode. Bij het
opschrijven van de invariant wordt gebruik gemaakt van de functie

m: {a,C}* + N die als volgt is gedefinieerd:

m(A) =0
X, X

X
m(a 1Ca 2C...Ca

k k-i
xiZ

[ Naer ks

)=

(xi>o,1<i<k)
i

1

Voor elke n > 0 is de hieronder gedefinieerde U, een invariant van H:

*
U (¢) = [(¢ € {0,1} en g(¢) = n) of

Ja € {a,c}'Fw € {0,1) 4 = jadw en gw) + n(ar2|¥! = a]]

Ga na dat Uy, n » 0, inderdaad een -invariant van H is.
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Stel nu dat voor zekere n € N en w € {0,1}* geldt |—al— :éé;w.
Omdat U, een invariant is en U, ( p—a® 4 ) geldt, is ook Up(w)
geldig, zodat g(w) = n.

Voor deel (2) van het bewijs worden eerst een tweetal hulpeigenschappen

afgeleid:

-Va > 0, Canéganar met q en r quotiént en de rest van n bij
deling door 2.

Toon dit zelf aan met inductie naar n.
-V e {0,1}*, l__ag(w)_' —i—},-_qw.

Toon dit zelf aan met inductie naar de lengte van w en gebruikmakend

van de voorgaande hulpeigenschap.

Het eigenlijke bewijs 1s met deze hulpeigenschappen eenvoudig: zij
n € N, dan is er een woord w € {0,1}* van minimale lengte zodanig dat
g(w) = n. Dus p—allH = |—ag(w)—|_—*_>y-—‘w =>w. °

Bij elk gegeven programma is het mogelijk een herschrijfsysteem te defi-
niéren zodanig dat de berekeningen bepaald door het programma overeenko—

men met de afleidingen bepaald door het herschrijfsysteem.

1.31. Oefeningen

(1) Toon aan dat voor elke w € {lv | v € {0,1}*} en elke m € N geldt
a8 2y0my.

(2) Verander het herschrijfsysteem uit voorbeeld 1.30. zodat er geen

leidende nullen worden voortgebracht.

(3) Het herschrijfsysteem uit voorbeeld 1.30. kan als het ware met meer
delingen tegelijk bezig zijn (er is meer dan &&n C in p—-a —). Dit
kan worden voorkomen door in plaats van de regels (d) en (r) de

volgende regels te nemen:
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|—+|—-XC
} ("
Caa »+ aC

C— +» YO
} (r")

Ca— > Y—{1
aY + Ya

% signaal "de deling is klaar”
XY » A

Toon de correctheid van het aldus veranderde herschrijfsysteem aan.

(4) Schrijf een Pascal programma dat van een gegeven w € {a,b,c}*
(dus w van het type file of (a,b,c)) de tweetallige schrijfwijze
bepaalt van #(a,w) zonder dit aantal voorkomens daadwerkelijk te

tellen.

In het vervolg worden verschillende eisen aan de vorm van de produktie-—
regels van een grammatica gesteld en worden de hieruit resulterende

klassen van grammatica's beschouwd.

1.32. Definitie: Z2ij G = (V,I,P,S) een grammatica dan heet G van het type O

als elke herschrijfregel in P van de vorm
a > B
is, waarin a € V¥(V\I)V* en g ¢ V*.

Merk op dat aan de vorm van een produktieregel in een type O grammatica
de eis is opgelegd dat het linkerlid van de regel temminste &&n hulpsym-

bool bevat.

1.33. Definitie: 2ij G = (V,Z,P,S) een grammatica, dan heet G verlengend als
voor elke produktieregel o > B in P geldt dat |a| < |B8| met
als mogelijke uitzondering de regel S + ). Als echter de
regel S + A in P voorkomt, komt het hulpsymbool S niet in het

rechterlid van een produktieregel in P voor.
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1.34. Definitie: Zij G = (V,Z,P,S) een grammatica, dan heet G van het type 1

als elke herschrijfregel in P van de vorm

( 1) aAB + adB, waarin A € V\I, a,B € V¥ en § € vt, of
(ii) S » X is. Als deze regel in P voorkomt, komt S niet in

het rechterlid van een produktieregel in P voor.

Een grammatica van het type 1 wordt ook wel een contextgevoe-

lige grammatica genoemd.

Met een regel aAB + adB, zoals in de voorgaande definitie is gespecifi-
ceerd, wordt aangeduid dat het hulpsymbool K alleen dan mag worden her-
schreven tot § als in de te herschrijven zinsvorm ¢ = yAy', de linker-
context y van A eindigt met o en de rechtercontext y' van A begint met
8.

1.35. Definitie: Zij G = (V,I,P,S) een grammatica, dan heet G van het type 2
als elke herschrijfregel in P van de vorm
A+ a

is, waarin A € V\I en a € V*. Een grammatica van het type 2

wordt ook wel een contextvrije grammatica genoemd.

Met de term "contextvrij” wordt aangegeven dat hulpsymbolen kunnen wor-

den herschreven, onafhankelijk van de context waarin ze voorkomen.
1.36. Definitie: Zij G = (V,Z,P,S) een grammatica dan heet G lineair als elke
herschrijfregel in P van de vorm

( i) A » wBw'
(ii) A > w

is, waarin A,B € V\I en w,w' € I*
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1.37. Definitie: Zij G = (V,L,P,S) een grammatica dan heet G rechtslineair als

elke produktieregel in P van de vorm

-

(i) A > wB
(ii) A» w

is, waarin A,B € V\ en w € T*.

1.38. Definitie: Zij G = (V,£,P,S) een grammatica, dan heet G linkslineair als

elke herschrijfregel in P van de vorm

~~

i

N/

A + Bw

A &
A 7 w

o/

22
il

~

is, waarin A,B € V\I en w € I*.

1.39. Definitie: Zij G = (V,I,P,S) een grammatica dan heet G van het type 3

als elke herschrijfregel in P van de vorm

( i) A » aB
(ii) A » A

is, waarin A,B € V\I, a € I. Een grammatica van het type 3

wordt ook wel een reguliere grammatica genoemd.

Naast de in de definities 1.32. tot en met 1.39. ingevoerde klassen van
grammatica's komen er in de literatuur nog meer klassen voor. De klas-

sen, die in dit dictaat behandeld worden, zijn echter de meest voorko-

mende.

1.40. Oefening

Bepaal het type van de volgende grammatica's:
(a) G, = (v,z,pP,s) = ({S,a,b}, {a,b}, P, S) met
P = {S > asb, S » ab, S > ba}
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(b) G, = (Vv,I,P,S) = ({A,B,C,S,a}, {a}, P, S) met
P={S »BAB, B> A, A>a, BA>BC, CA > AAC, CB + AAB}

(¢) G4 = (V,L,P,S) = ({S,a}, {a}, P, S) met
P={S+>as, s~}

In definitie 1.41. wordt de klassenindeling van grammatica's doorgetrok-

ken naar een klassenindeling van talen.

Definitie: Een taal L heet X, X € {"van het type 0", ..., "van het type

3", "rechts(links) lineair", "lineair", "verlengend"} als er

een grammatica G, die X is, bestaat, zodanig dat L = L(G).

De volgende notaties worden gebruikt:

-2% duidt de klasse van de type O talen aan;

-
verl
- && duidt de klasse van de contextgevoelige talen aan;

duidt de klasse van verlengende talen aan;

- &3 duidt de klasse van de contextvrije talen aan;
-'aain duidt de klasse van de lineaire talen aan;

-&;1 duidt de klasse van rechtslineaire talen aan;
-i&l duidt de klasse van linkslineaire talen aan;

- ¥; duidt de klasse van de reguliere talen aan.

Voorbeeld

Beschouw de grammatica's

({s,A,B,a,b}, {a,b}, P, S) met

{S + AB, A + aBA, A » ab, B » baB, B » ba} en
G, = ({s,A,B,C,D,a,b}, {a,b}, P,, S) met

- I ]
—
[} ]

{s »aB, B>bS, B»>bA, A>bC, C»>aA, C+aD, D+ A}.

)
N
[}

Uit inspectie van de vorm van de herschrijfregels volgt dat G] een con-

textvrije grammatica is en G2 een reguliere grammatica. Er geldt L(G;) =
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{(ab)n(ba)m | n,m > 1} en L(G,) = {(ab)n(ba)m | n,m > 1} (Ga dit

na), zodat L(G,) = L(G,) en L(G,) ¢ ;. °

In hoofdstuk 3. zal
&/3 =¥r1 =é{11 < ilin < ¥, Cil =¥ver1 Cgo

worden aangetoond. In hoofdstuk 2. worden eerst enkele nieuwe begrippen

geintroduceerd.
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HET BEGRIP ALGORITMISCH OPLOSBAAR

Zij V een eindige verzameling. Met de notatie card(V) (Spreek uit: de
cardinaliteit van V) wordt het aantal elementen in V aangeduid, bijvoor-
beeld card({)\,a,aa,ba}) = 4 en card(@) = 0. De cardinaliteiten van ein-

dige verzamelingen kunnen met elkaar vergeleken worden:

card(9) < card({k})
card({0,100,1000}) = card({0,1,2})

Voor oneindige verzamelingen kan de cardinaliteit niet met een natuur-
1lijk getal worden aangegeven. Er moeten daartoe nieuwe notaties worden
ingevoerd: voor dit dictaat is alleen de notatie voor de cardinaliteit
van N van belang. Deze cardinaliteit wordt aangegeven met het symboola%o
(spreek uit: alef-nul): card(N) = Q50. De intuitieve begrippen aantal,
meer, minder en evenveel, zijn erg misleidend als ze worden gebruikt

voor de omvang van oneindige verzamelingen:

- N is een oneindige verzameling en card(N) =N0.

Nt = N\{O} is ook een oneindige verzameling waarvoor card(Nt)
card(N) =i‘<\0.

- Ook voor de oneindige verzameling E = {2n | n € N} geldt card(E)
card(N) =¢\0.

Voor K = {n2 | n € N} geldt card(K) = card(N) =€<‘0.

Intuftief vindt men echter dat Nt, E en K minder elementen dan N bevat-
ten. Daarom is het nodig het vergelijken van cardinaliteiten zo te defi-

niéren dat geen beroep wordt gedaan op de genoemde intuItieve begrippen.

Definitie: Zij V en W verzamelingen, dan
- card(V) < card(W) dan en slechts dan als 34,: VCoW (met
de notatie cywordt een injectie aangegeven).
= card(V) ? card(W) dan en slechts dan als 3¢: V—peW (met
de notatie -»»wordt een surjectie aangegeven).
= card(V) = card(W) dan en slechts dan als acp: VW (met

de notatiecypwordt een bijectie aangegeven).
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Twee verzamelingen V en W heten gelijkmachtig als card(V) =
card(W). Er kan worden bewezen dat card(V) = card(W) dan en

slechts dan als card(V) < card(W) en card(W) < card(V).
Merk op dat geen definitie van het begrip cardinaliteit is gegeven; een
formele behandeling van dit begrip valt buiten het bestek van dit dic-
taat.

Voorbeeld

De verzamelingen N en Nt = li\{O} zijn gelijkmachtig: er bestaat een
afbeelding ¢: N Cy» NT,

— e<€e—>e@e O
N eE—>e +
w e€E—d>e N
>~ 0S—de W

zodanig dat ¢ = Ax[x+1], en een inverse afbeelding ¢~ !: Ntcyy N, zodanig
dat ¢'1 = Ax[x—l]. Merk op dat ¢ en ¢'1 bijecties zijn. )

Definitie: Een verzameling V is eindig dan en slechts dan als er een
n € N bestaat zodanig dat card(V) = card({x €N | X < n}). v
is oneindig als V niet eindig is.

In voorbeeld 2.2. is aangetoond dat N gelijkmachtig is met een echte
deelverzameling van zichzelf. Zonder bewijs vermelden we de volgende

Eigenschap

Een verzameling is oneindig dan en slechts dan als zij gelijkmachtig is

met een echte deelverzameling van zichzelf.
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2.5. Voorbeeld

Ook Z en N zijn gelijkmachtig. Beschouw de afbeelding ¢: Z cpN,

od4>0
®
o
N

o\g

|
&S
|
w
|
N
|
—
o

zodanig dat

¢ = Ax[als x » 0 dan 2x anders -2x - 1]

en de inverse afbeelding ¢~l: Nz, zodanig dat

¢—1 = Ax|als x is even dan %-anders - 5;3]

Uit het feit dat ¢ en ¢~! bijecties zijn (Ga dit na), volgt dat
card(N) = card(Z) =3¢\0. °
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Definitie: Een verzameling V heet aftelbaar oneindig als card(V) =

card(N) ==§Q0. Een afbeelding ¢: N<»»V heet een aftelling of
een opsomming van V. Een verzameling V heet aftelbaar (of
soms: hoogstens aftelbaar) als V eindig is of als V aftelbaar

oneindig is.

Definitie: Een verzameling V heet overaftelbaar als V niet aftelbaar is.

Voor een overaftelbare verzameling V geldt derhalve
Ny < card(V).

Voorbeeld

* aftelbaar. Laat

Zij I een willekeurig gekozen alfabet, dan 1is I
r = {al,...,ak}, k > 1. Een woord w = ag; ceeai e ¥,
{il,...,in} S.{l,...,k}, wordt met behulp van de volgende afbeelding

f: Z*cg,N als een getal gecodeerd.

£()) 0
f(wa) = f(w) x k + ord(a)

voor alle w € L* en a ¢ I,

waarin ord(a) het rangnummer van a in de opsomming aj;,..,ax aanduidt.
Ga na dat f een bijectie is. Hieruit volgt dat de afbeelding f~!:
NC.»Z'* een opsomming van o* is, en card(Z*) = card(N) =€t\0. °

Voorbeeld

Met AB, waarin A en B verzamelingen zijn, wordt de verzameling van
alle functies f: B > A aangeduid. Beschouw de verzameling {0,1}N. Elk
element uit deze verzameling kan gerepresenteerd worden als een oneindi-
ge rij nullen en enen. Aangetoond wordt dat {0,1}N een overaftelbare

verzameling is.

(1) duidelijk is dat {0,1}N gen oneindige verzameling is.
(2) veronderstel dat er een afbeelding ¢: N Cp» {0,1}N bestaat, dan
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kunnen de representaties van ¢(0), ¢(1), ... als volgt onder elkaar

gezet worden.

0 *— a)437,35,30330, ---
l +—» 310}113\1231331'4
2 44— 320321322“{3"124

. ~

k Hakoakl... \akk cee

: S
waarin ¢(i) = f4 met fy: N » {0,1} en f4(j) = a4
nieer een oneindige rij byb,b,..., waarin bj € {0,1} en by 1is

Defi-

gedefinieerd door

0, a3y =1
bj =
1, aii =0
Dan is b = byb,... een oneindige rij nullen en enen, en is b de

representatie van een element f in {O,I}N met £(j) = bj, dat
niet in de opsomming ¢(0), ¢(l), ... voorkomt: b verschilt immers
met de representatie ajjajo... van ¢(i) op tenminste &én
plaats, (namelijk fj(i) # ajy) voor alle i 2> 0. Hieruit

volgt dat ¢ geen surjectie en derhalve geen bijectie is.
Uit (1) en (2) volgt dat {0,1}N overaftelbaar is.

De in dit bewijs gehanteerde methode wordt de diagonaalmethode van Can-
tor genoemd: voor de constructie van een in de opsomming ¢(0),¢(1),...
niet-aanwezige rij nullen en enen worden in de opsomming de elementen op

de diagonaalplaatsen beschouwd. e

2.10. Oefening

Toon aan dat de verzameling van de rationale getallen aftelbaar is, en

dat {x | x € R en 0 < x < 1} en R overaftelbaar zijn.
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Een algoritme is een eindig handelingsvoorschrift dat werk-

tuiglijk kan worden uitgevoerd.

Voorbeelden van algoritmen in het dagelijks leven zijn recepten en brei-

patronen. Elk correct Pascal programma is een algoritme. °

In definitie 2.13. wordt gedefinieerd welke functie door een gegeven

algoritme wordt berekend.

Definitie:

Definitie:

Zij Q een algoritme met n invoerparameters X «e,Xp €n m

L
uitvoerparameters y,,...,ym, n,m 2> 1l. Zij Dj de verzame-
ling waaruit invoerparameter xj, 1 < i < n, mag worden
gekozen en zij Cj de verzameling waaruit uitvoerparameter
¥j» 1 € j € m, waarden kan aannemen, dan berekent het algo-
ritme Q de partiéle functie

fq: D, x D x ... x D » C x Cy x ... x Cp, die als
volgt gedefinieerd is: geef invoerparameter x{ de waarde
Pi € Dij, 1 < i < n. Laat vervolgens algoritme Q op
Pys>--+sPn Werken. Als de berekening op p,,...,pn eindigt,
notatie: Q(p,,-..,pn)¥, dan wordt de functiewaarde
fQ(pys+++,Pn) gegeven door de waarde van (y,,...,¥m)-
Eindigt de berekening op invoer P,»+++>Pn niet, notatie:
Q(pys+-+sPn)t, dan 1is fq(p,,...,pn) ongedefinieerd. Dit
wordt in navolging van de notatie voor algoritmen genoteerd
als fQ(p,;,+++,pPn)*t- Als fq(p,,-.-,Pn) wel gedefini-
eerd is, wordt dit genoteerd als fQ(pl,...,pn)+.

Een functie f die door een algoritme kan worden berekend,

heet berekenbaar.

Merk op dat algoritmen in het algemeen partiéle functies berekenen;

alleen algoritmen die voor alle toegestane invoerwaarden termineren,

leveren totale functies op.
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Voorbeeld

Beschouw de functie f: N x Nt » N x N, waarin f(x,y) = (q,r), zodanig
dat x = q* y+r, 0<r <y. Deze functie f is berekenbaar, immers f =

fao voor het volgende algoritme A:

invoer : x € N, y € Nt
uitvoer: q,r € N, zodanig dat x = q * y+r, 0 < r <y

begin
{x >0, vy > O}
q := 0;
r := x;
{x =q*y+r, 0< r}

while r > y do
begin
x=q*y+r, 0<yc< r}

i

= r - y;
= (qtl) *y+r, 0 < r}
= q+ 1

—_—
]

=q*y+r, 0<r}

——
»

®
=]
(=9

*y+r,0<r <y}

[}

=]

A

. "
]
Nal

Merk op dat f, een totale functie is. Als in de invoerspecificatie

y € N wordt genomen in plaats van y € Nt, dan is f, niet meer totaal

maar partiéel. °
Aanname Iedere algoritme kan worden geformuleerd als een Pascal-pro-
gramma.

In dit dictaat wordt in plaats van Pascal een Pascal-"dialect” gehan-
teerd. Het verschil tussen beide talen betreft slechts notationele kwes-
ties, zodat aangenomen kan worden dat elk algoritme dat in Pascal kan
worden geformuleerd ook in het Pascal-dialect kan worden geformuleerd en

omgekeerd.



2.17.

2.18.

2.19.

- 36 -

Definitie: Een probleem is een open bewering U(x;,...,X;) samen met
een specificatie van domeinen Dy,+..,Dp, waaruit de invoer-
parameters X;,...,X; Wwaarden mogen aannemen. Een probleem
wordt genoteerd als [xleDl,...,xneDn: U(xl,...,xn)].
Door voor elke invoerparameter xj een waarde py € Dj,
1 < i < n, te kiezen, wordt een uitkomst U(pl,...,pn) €
{waar, onwaar} verkregen. Een probleem samen met een waarde
voor de invoerparameters wordt een exemplaar (Eng.: “in-

stance”) van dat probleem genoemd.

Een probleem kan beschouwd worden als een predikaat op een bepaald do-
mein. In dit dictaat wordt echter de voorkeur gegeven aan de formulering
uit definitie 2.17. om zoveel mogelijk aan te sluiten bij het begrip
algoritme (zie definitie 2.19.).

Voorbeelden

(1) 24 U= [a € Z, beZ, c € Z:3x € Z[ax? + bx + ¢ = 0]]. Een exem-
plaar van U is U(5,7,1) = [Ex € Z[5x2 + 7x+ 1= 0}] = onwaar.

(2) Zij L% de verzameling van alle syntactisch correcte Pascal-pro-
gramma's met &é&n invoerparameter en &&n uitvoerparameter, die beide
waarden uit N mogen aannemen. U = [1 € LI, x € N: 1(x)+] is een
probleem.

(3) U = [11,12 € L%: 1, en 1, zijn equivalent] is een probleem. °

Definitie: Een probleem U = [xl € Dy, +e¢, X € Dp: U(xl,...,xn)]

heet algoritmisch oplosbaar (Eng.: "algorithmically solv-
able") als er een algoritme Q bestaat met n invoerparameters
XpseeesXn(xy € Dj, 1 < i1 < n) en &&n uitvoerparameter,
die een waarde uit {waar, onwaar} aan kan nemen, zodanig dat
fq(al,...,an) = U(al,...,an) voor alle (aj,...,ap) in
D; x <.« x Dn. Dit houdt tevens in dat Q voor alle
(a1,+++5,ap) in D] x ... x D, termineert en dus dat fq

totaal is.

Een probleem U = [x1 € D}, +.., X5 € Dp: U(xl,...,xn)]
heet algoritmisch partieel oplosbaar (Eng.: "algorithmically
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partially solvable") als er een algoritme Q bestaat met n
invoerparameters X;,...,X; met x4 € Dj, 1 < i < n, en
één uitvoerparameter die waarden uit {waar, onwaar} kan aan-
nemen, zodanig dat Q(a;,...,ap)+¥ dan en slechts dan als
aj € Dj, 1<i<n, en U(a;,...,ap) = waar, en in dat geval

geldt fQ(al,...,an) = U(a},+++,ay) = waar.

Een probleem U = [x; € Dy, ..., Xg € Dp: U(Xy,ees,Xp)]
heet algoritmisch onoplosbaar (Eng.: "unsolvable") als U niet

algoritmisch oplosbaar is.

Er zijn problemen die algoritmisch onoplosbaar zijn, maar wel algorit-
misch partieel oplosbaar. Voorbeelden hiervan zullen in het navolgende

behandeld worden.

In het vervolg zal het wenselijk blijken te zijn Pascal-programma's als
getallen te coderen. Hiertoe worden een aantal functies ingevoerd. Pas-
cal-programma's worden, gebruikmakend van een eindig aantal k van basis-
symbolen a;,...,akx (k > 1), opgeschreven. Voor de codering van Pascal-
teksten als getallen wordt in het vervolg gebruik gemaakt van de in

voorbeeld 2.8. beschouwde afbeelding f: {al,...,ak}*c_;,N.

Verder wordt er aangenomen dat er een berekenbare functie
g: {al,...,ak}*——b-{waar, onwaar} bestaat, die bepaalt of een aange-
boden tekst w € {al,...,ak}* een syntactisch correct Pascal-program-—
ma is. Laat nu L < {al,...,ak}* de verzameling syntactisch correc-
te Pascal-programma's zijn, dan bestaat er een berekenbare functie

h: N-»L, zodanig dat
h = Xx[als g(f'l(x)) = waar dan f~l(x) anders A]

waarin A een vast maar van tevoren willekeurig gekozen Pascal-programma
is, bijvoorbeeld

var x;
begin
=1
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2.21. Voorbeeld

Het probleem uit voorbeeld 2.18.(l) is algoritmisch oplosbaar. Het pro-
bleem uit voorbeeld 2.18.(2) is algoritmisch onoplosbaar. De algoritmi-
sche onoplosbaarheid van dit probleem, het stopprobleem genaamd, wordt
uit het ongerijmde bewezen (een bewijs uit het ongerijmde toont de on-

aannemeli jkheid aan van het tegengestelde van hetgeen te bewijzen is).

Stel dat er een algoritme P bestaat met twee invoerparameters X,y € N,
en &én uitvoerparameter die een waarde uit {waar, onwaar} kan aannemen,

die de volgende functie berekent:
fp = Axy[als fh(x)(y)+ dan waar anders onwaar ]

Zij H een algoritme met &&n invoerparameter x € N, en &&n uitvoerparame-

ter die de waarde waar kan aannemen, die de volgende functie berekent:
fy = Xx[als fp(x,x) = onwaar dan waar anders ongedefinieerd]

Als algoritme P bestaat, dan bestaat algoritme H ook. Maar dat leidt tot

een tegenspraak:

Zij X, een index van algoritme H, dat wil zeggen h(xo) = H.

(1) als fa(xy)+, dan is fp(x;,xy) = onwaar, maar dan geldt niet
fH(xg)+, maar fy(xg)+;

(2) als fy(xg)t, dan is fp(xg,xy) = waar, maar dan geldt niet
fH(xg)+, maar fg(xy)+.

Uit (1) volgt fu(xg)t en uit (2) volgt fH(xg)¥; (1) en (2) vormen
derhalve samen een tegenspraak. Hieruit volgt dat de aanname dat er een
algoritme P bestaat met de werking

fp = Xxy[als fh(x)(y)+ dan waar anders onwaar]

onjuist is. Het stopprobleem is dus algoritmisch onoplosbaar. [

In voorbeeld 2.21. hebben we de algoritmische onoplosbaarheid van een

probleem uit het ongerijmde aangetoond. Een tweede manier om de algorit-
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mische onoplosbaarheid van een probleem aan te tonen, is dit probleem te
reduceren tot een ander probleem waarvan al eerder is aangetoond dat het
algoritmisch onoplosbaar is. Een dergelijke reductie vindt plaats door
het aangeven van een effectieve methode om een gegeven willekeurig exem-—
plaar van het algoritmisch onoplosbare probleem om te zetten naar een
exemplaar van het probleem in kwestie. Als het laatstgenoemde probleem
algoritmisch oplosbaar zou zijn, dan zou daarmee ook het algoritmisch
onoplosbare probleem algoritmisch oplosbaar zijn. Aangezien dit niet het
geval is, wordt vervolgens geconcludeerd dat het probleem in kwestie
algoritmisch onoplosbaar is. In de volgende paragrafen zal veelvuldig

van deze reductiemethode gebruik gemaakt worden.

In de theorie van de formele talen is het prettig te beschikken over een
algoritmisch onoplosbaar probleem, dat betrekking heeft op symboolrijen
in plaats van op algoritmen. Een dergelijk probleem is het corresponden-

tieprobleem van Post (Eng.: "Post Correspondence Problem", "PCP").

2.22. Definitie: Het correspondentieprobleem van Post over het alfabet V is
het probleem PCP = [n € Nt a),seeyan,by,000,by € vt:
Jx ¢ N, k 2 1,311,...,ik, met 1 < ij € mvoor 1 < j <k

zodanig dat [a eeay, = b ...by 1]

i1 k 1 k
2.23. Voorbeelden
(1) Beschouw het exemplaar van het PCP, waarin V = {a,b}, n = 3,

(al,az,as) = (a,bba,aab) en (bl’bZ’b3) = (ba,aaa,ba).

Dit exemplaar levert de uitspraak onwaar op, aangezien elk rijtje
indices dat aan de gestelde eisen voldoet, met een zodanig index i,
1 < i1 < 3, moet beginnen, dat aj en bj met eenzelfde niet-leeg
deelwoord beginnen. Ga na dat voor dit exemplaar een dergelijke

index niet bestaat.

(2) Beschouw het exemplaar van het PCP, waarin V = {a,b}, n =2, (a1,a,)
= (bbb,abb) en (bl’bz) = (bb,babbb).
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Dit exemplaar 1levert de uitspraak waar op, want voor het rijtje

indices 121 geldt immers

bbb.abb.bbb = bb.babbb.bb

Merk op dat ook het rijtje 121121 aan de gestelde eisen voldoet. In
het algemeen geldt dat als er voor een exemplaar van het PCP zo'n
rijtje indices bestaat, er meer en wel oneindig veel van die rijtjes
bestaan. Zij I de verzameling indices van een PCP, en L c 1* de
verzameling oplossingen. Dan geldt: als x,y € L dan ook xy € L. Met
andere woorden Lt = L, waarbij Lt gedefinieerd is als Lt = {X1~-Xn

| n>1; x4 €L, 1< i< n}.

Beschouw het exemplaar van het PCP, waarin V = {a,b}, n = 3,

(al,az,aa) = (ba,abb,bab) en (bl’bz’bs) = (bab,bb,abb).

Uit inspectie van (al,az,a3) en (bl,bz,b3) volgt dat elk rijtje

indices dat aan de gestelde eisen voldoet, met de index i, = 1l moet

beginnen:
a = ba
b, = bab

De index i, moet nu zo gekozen worden dat aiz met de letter b

begint: i, =1 of i, = 3. Als i, = 1 wordt gekozen, dan

baba
babbab

aa

b,b,

hetgeen niet tot een rijtje indices leidt dat aan de gestelde eisen

voldoet, zodat i, = 3 moet worden gekozen:

aa; = babab
b1b3 bababb

Uit eenzelfde redering volgt i3 = 3, i, = 3, ... Elk eindig rijtje
1333...3 levert echter woorden van ongelijke lengte op, zodat het

beschouwde exemplaar van het PCP de uitspraak onwaar oplevert. °
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2.24. Eigenschap

Het correspondentieprobleem van Post is algoritmisch onoplosbaar.

Binnen het kader van dit dictaat zou het te ver voeren het bewijs van de
algoritmische onoplosbaarheid van het correspondentieprobleem van Post
te behandelen. In de literatuur is een reductie van het PCP naar het

stopprobleem te vinden.

Merk op dat het feit dat het voor sommige exemplaren van het PCP moge-
lijk is te bepalen of deze exemplaren de uitspraak waar dan wel onwaar
opleveren, niet in tegenspraak is met eigenschap 2.24.: het begrip algo-
ritmische onoplosbaarheid heeft immers betrekking op het bestaan van een
werktuigeli jke methode, die voor alle exemplaren het juiste antwoord

levert.

2.25. Oefeningen

Toon aan dat het PCP algoritmisch oplosbaar is als voor het alfabet V
geldt card(V) = 1.

2.26. Definitie: Zij V een alfabet en L S_V*. De verzameling L heet

1. beslisbaar (Eng.: "decidable") als de karakteristieke
functie Xi, van L, gedefinieerd door

1, dan en slechts dan als x € L
XL(x) =

0, dan en slechts dan als x £ L
berekenbaar is.
2. opsombaar (Eng.: "recursively enumerable"”, "semi-decid-

able”) als er een berekenbare (partiéle) functie bestaat,

waarvan het definitiegebied samenvalt met L.
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2.27. Oefening

Zij V een alfabet en zij L c V*. Toon aan: als L beslisbaar is, dan
is V*\L beslisbaar. Toon vervolgens aan dat L beslisbaar is dan en

slechts dan als zowel L als V*\L opsombaar zi jn.

De relaties tussen de behandelde begrippen aftelbaar, opsombaar en be-

slisbaar komen in het volgende Venn-diagram tot uitdrukking:

| de klasse van aftelbare
///// verzamelingen

\\“*"de klasse van opsombare
verzamelingen
\\\\\\
\ S~ de klasse van beslisbare
/ verzamelingen

de klasse van eindige

verzamelingen

2.28. Eigenschap

Elke eindige verzameling is beslisbaar.

Bewi js

De karakteristieke functie van een eindige verzameling kan worden bere-
kend door een algoritme bestaand uit een eindige reeks if-statements.
Einde bewi js

In eigenschap 2.28. is aangetoond dat de klasse van eindige verzamelin-
gen een deelverzameling is van de klasse van beslisbare verzamelingen.
In voorbeeld 2.29 wordt aangetoond dat de klasse van eindige verzamelin-
gen een echte deelverzameling is van de klasse van beslisbare verzame-

lingen.
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2.29. Voorbeeld

De verzameling {w | w e {a,b}* en |w| is een 13—voud} is een beslisba-
re oneindige verzameling. Ook de verzameling van alle syntactische cor-
recte Pascal-programma's is een oneindige beslisbare verzameling. Van
elk Pascal-programma kan immers met behulp van een Pascal-compiler vast-

gesteld worden of het al dan niet syntactisch correct is. L]

2.30. Eigenschap

Als een verzameling L beslisbaar is, dan is L ook opsombaar.

Bewi js

De verzameling L is beslisbaar, dat wil zeggen dat de karakteristieke
functie X; van L berekenbaar is. Het volgende algoritme stopt pre-

cies voor die invoerwaarden x waarvoor geldt dat x € L.

invoer : x

variabele: 1

begin
i = Xp(x);
while i = 0 do i := 0

end.

Einde bewijs

2.31. Eigenschap

Er bestaat een verzameling die wel opsombaar maar niet beslisbaar is.

Bewi js

Zij U = [xl € Dy, «<.¢y X3 € Dp, n > 1: U(xl,...,xn)] een probleem.
Zij v(u) = {(al,...,an) I U(aj,eseyap) = waar}. Het is duidelijk dat
V(U) beslisbaar is dan en slechts dan als U algoritmisch oplosbaar is.
Als voor U een algoritmisch onoplosbaar probleem wordt gekozen, is V(U)

dus een onbeslisbare verzameling.
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Kies als algoritmisch onoplosbaar probleem het stopprobleem zoals dat in
voorbeeld 2.21. werd geformuleerd: STOP = [x,y € N: fh(x)(y)+].
Laat V(STOP) gedefinieerd zijn door V(STOP) = {(x,y) | U(x,y) = waar}.
Uit de voorgaande beschouwing volgt dat V(STOP) een onbeslisbare verza-

meling is. Beschouw nu het volgende algoritme A:

invoer : x,y € N

uitvoer: z € N

begin

z = fh(x)(}’)
end.

Algoritme A berekent de volgende functie

f, = Axy[als £

A (y)+ dan f

(y) anders ongedefinieerd]

h(x) h(x)

waarvan het definitiegebied samenvalt met V(STOP). Hieruit volgt dat
V(STOP) opsombaar is.

Einde bewijs

2.32. Oefeningen

(1) Toon aan dat elke opsombare verzameling aftelbaar is.

(2) Bedenk een aftelbare verzameling die niet opsombaar is.
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EIGENSCHAPPEN VAN EN RELATIES TUSSEN KLASSEN VAN TALEN

In hoofdstuk 1 is een taal L over een alfabet I gedefinieerd als een
deelverzameling van £*. Verder is opgemerkt dat grammatica's talen
specificeren. In de eigenschappen 3.l1. en 3.2. wordt aangetoond dat er
niet voor elke deelverzameling L van £* een grammatica G bestaat,

zodanig dat L(G) = L.

Eigenschap

Zij ¥ een alfabet. De verzameling van alle deelverzamelingen van £* is

overaftelbaar.

Bewijs

In voorbeeld 2.8. is aangetoond dat er een bijectie ¢: e N bestaat;
dus ¢: P(I*)cepP(N) met ¢ = Xx[{¢(y) | v € x}] is een bijectie, zodat
card(P(z*)) = card(P(N)). Merk op- dat card(P(N)) = card({0,1}N). 1In
voorbeeld 2.10. is aangetoond dat card({O,l}N) > ?@0. Uit card(P(Z*))
= card(P(N)) en card(P(N)) >§?0 volgt card(P(5*)) >§%0.

Einde bewijs

Zij T een alfabet en Xy = {L | L € &L, en L c 1*}, dan is &y de
verzameling van alle deelverzamelingen van $*, die door een grammatica

kunnen worden voortgebracht.

Eigenschap

De klasse &’g is aftelbaar oneindig.

Bewi js

Het bewijs verloopt in twee stappen:

(1) Duidelijk is dat er minstens aftelbaar oneindig veel deelverzame-
lingen van I* zijn, die door een grammatica kunnen worden voortge-
bracht. Elke deelverzameling van I* die precies &&n element bevat,

kan immers door een grammatica worden voortgebracht.
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(2) Aangetoond wordt dat er een surjectie N “’>”§E bestaat, zodat
card(?&) < 6%0. Dit gebeurt via het coderen van een grammatica G
met eindalfabet I als een woord over het alfabet W = L u {#,GD,$,+}
waarin #,@®, $, » ¢ I. Op willekeurige wijze worden de hulpsym-
bolen van G genummerd van 1 tot en met k, met dien verstande dat het
startsymbool S het nummer 1 krijgt. Een hulpsymbool A dat het nummer
i heeft gekregen, 1 < i < k, wordt gecodeerd als #$i#. Een produk-
tieregel wordt gecodeerd door er een f@ voor en een (@ achter te
schrijven, de hulpsymbolen door hun respectievelijke code te vervan-—
gen en de regel verder ongewijzigd over te nemen. Alle gecodeerde

produktieregels worden vervolgens achter elkaar geschreven.

Volgens deze codering horen bij elke grammatica verscheidene code-
woorden, en kunnen bij elk woord w € W* nul of meer grammatica's
worden gevonden, die op herbenoemen van de hulpsymbolen na, gelijk

zijn.

Zij f£: ‘W*c.»N een bijectie (zie voorbeeld 2.8.) en h: N—»e‘l’z
gedefinieerd aldus:

h = Ax[als f~1(x) een codewoord van grammatica G is dan L(G)

anders §].

Als L € sz, dan is er een grammatica G met eindalfabet I zodanig
dat L(G) = L, een codewoord c(G) voor G en een n € N zodanig dat

f'l(n) = ¢(G) en dus h(n) = L. Dus is h een surjectie.

Uit (1) en (2) samen volgt §¥; < card(Xy) < Q®, zodat &f; aftelbaar
oneindig is.

Einde bewijs

In hoofdstuk 1 zijn verschillende klassen van talen die voortgebracht
kunnen worden door grammatica's, geIntroduceerd. Tussen de klassen &%,

L), X, en &L; bestaat het volgende verband, dat de hierarchie van Chomsky

wordt genoemd:
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Eigenschag
'Ya CJZ cé’l cio.

De rest van dit hoofdstuk zal vrijwel geheel gewijd worden aan het be-

wijs van deze eigenschap.

Eigenschap
L3 3

Bewi js

Deze eigenschap volgt direct uit de definities 1.35. en 1.39.
Einde bewijs

Aangetoond wordt dat de klasse éirl van alle talen die voortgebracht

kunnen worden door rechtslineaire grammatica's, gelijk is aan &%.

Eigenschap
¥3 .c_ rl

Bewi js
Deze eigenschap volgt direct uit de definities 1.37. en 1.39.

Einde bewijs

Eigenschap

éz;l Ei:t;

Bewijs

Zij ¢ = (V,I,P,S) een rechtslineaire grammatica. De constructie van een

equivalente type 3 grammatica G" bestaat uit drie deelconstructies.

(1) Construeer uit G een met G equivalente rechtslineaire grammatica

G' = (V,Z,P',S), zodanig dat in P' geen produktieregels van de vorm
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A > B, A,B € V\I, voorkomen. Zij N(A) = {B | B € V\I en A=*>B}. De
verzameling N(A) kan daadwerkelijk worden geconstrueerd (zie 3.7.).
De verzameling P' van nieuwe produktieregels wordt uit de verzame-
ling P van produktieregels verkregen door alle produktieregels van
de vorm A > B te verwijderen en voor alle mogelijke afleidingen
A:’é}B =p»a, B € N(A), o ¢ V\I, een produktieregel A + a in P' op

te nemen:
P' = {A>a| o ¢ VN en 3B € N(A)[B + a € P]}.

Dan geldt X_-=;_a',7 Y dan en slechts dan als X..—%—}Y. Ga

dit na.
(2) Voer voor elke produktieregel van de vorm A + a,...apB, A,B € VNI
en a,,...,ap € I, n » 2, in P', n-1 nieuwe hulpsymbolen

Al,...,An_1
stelsel regels

in en vervang de regel A * a ...apB door het

> alAL
> ah

Ap-1 * 2nB
(3) Voer voor elke produktieregel van de vorm A * aa;...ap, A € NI,
a,,.405an € I, n > 1, in P', n nieuwe hulpsymbolen A&,...,Ah in

en vervang de regel A + a ...a; door het stelsel regels

1

1 !
An-l + apAp

A >

Noem de verzameling produktieregels die uit de fasen (2) en (3) resul-
teert, P". Dan geldt a =%§ w dan en slechts dan als
a%bw dan en slechts dan als a%‘?w. Met behulp van
deze eigenschap kan men op eenvoudige wijze aantonen dat L(G") = L(G') =

L(G). (Toon dit zelf aan.)
Einde bewijs



3.7.

- 49 -

In het bewijs van eigenschap 3.6. is voor de grammatica G = (V,I,P,S)
voor elk hulpsymbool A € VNI de verzameling N(A) = {B | B € V\I en
Ak=;§>B} gedefinieerd. Het volgende algoritmeschema bepaalt voor elk
hulpsymbool A de verzameling N(A); in het algoritme wordt een rij verza-
melingen NO(A), NL(A), e, NiO(A) voor alle hulpsymbolen A € V\Z
aldus bepaald:

No(a) = {a}
Ny (A) = Nj(A) u {B | B € "I endX € Nj(A)[X » B € P]}

Zij H de verzameling hulpsymbolen, dat wil zeggen H = V\I.

invoer : de verzameling productieregels P, een hulpsymbool X en de ver-—
zameling hulpsymbolen H.
uitvoer: de verzameling hulpsymbolen N, zodanig dat N = N(X).

var Y,Z: char; U,W: set of char;

U := W,
for all Z € U do
begin
for all Y € H do
if Z > Y € P then W := W u {Y}

end
end;
N =W

end.

Uit bovenstaand programma worden enkele kenmerken van-het in dit dictaat
gebruikte Pascal-dialect duidelijk, zoals bijvoorbeeld de for all x € V
constructie die &&n voor &&n de elementen x van een verzameling V af-
loopt. Tevens wordt er vanuit gegaan dat een variabele van het type set
of T een willekeurig aantal elementen van het type T kaﬁ bevatten (In
werkeli jkheid treft men altijd een door de implementatie bepaalde boven-

grens aan het aantal elementen aan.).
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Dit algoritme termineert voor elke grammatica G; immers Ng € «o0
Nj(A) € ... c H is een monotoon niet-dalende rij verzamelingen
begrensd door een eindige verzameling, zodat

3i e N [Nj(a) =N W) ]
Hieruit volgt dat

JigeNVYaeH [NiO(A) = Ni0+1(A)].
Merk op dat i0 < card(H) = card(V\I). Voor 10 geldt verder dat

Ni (A)=N(A)
0

Met behulp van inductie naar de (verzamelings-) index i, i > 1, wordt

aangetoond dat Nj(A) = {B | B€ WEZ en3dm< i [A %B]}

Initialisatiestap: i := 1. Nj(A) NO(A) u {B|B € VN\XZI en A > B € P} =

{B|B € VNI en (A =3B of A=3B)} =

{B|B € V\I endm <1 [ALB]}].

Inductieveronderstelling: Neem aan dat Vi < k, k > 1, geldt
Nj(A) = {B] B € V\Z en3dm < i [A &B]},

Inductiestap: N ., = Ng(A) U {clc € VNI en 3B € Ng(aA)[B > cep]}
B|B € V\I en 3m < k [AmyB]} U
C|C € V\Z en 3B € {B|B € V\I en3m < k [AZB]}

C|C € V\ endm < k [ALB=3C]|} =
B|B € VNI en 3m < kt+l [A%B]}.

Hieruit volgt dat Nio(A) = {B|B € V\I en 3m < i, [A ByB]}. Maar
aangezien voor alle i > i, geldt Nj(A) = Ni (A), geldt:
0

= *
NiO(A) = {B | B € V\I en AZB}.
Merk op dat deze zelfde methode van toepassing is op lineaire en con-

textvrije grammatica's. In het navolgende zal hierop worden teruggeko-

men.
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Definieer bij de grammatica G = (V,Z,P,S) een gerichte graaf met als
verzameling knopen de verzameling V\I en als verzameling takken de ver-
zameling {(A,A) | A€ V\Z} U {(A,B) | A>B €P en A,B € V\Z}. Het voor-
gaande algoritme bepaalt voor elke knoop A uit de aldus geconstrueerde
graaf, de verzameling knopen die vanuit A via een gericht pad bereikbaar

z1i jn.

De complexiteit van algoritme 3.7. wordt voor een grammatica G=(V,ZI,P,S)

als volgt bepaald: zij card(V\I) = n.

- de kosten van de bepaling van Nj(A) zijn constant en de kosten van

de bepaling van N (A) zijn O(card(P)). De bepaling van Ni+1(A)
uit Nj(A) kost ten hoogste BENi(A) card(V\Z) < n2.
Aangezien deze laatste stap hoogstens n maal wordt uitgevoerd, be-
dragen de kosten van de bepaling van N(A) ten hoogste 0(n3) +
O(card(P)). De bepaling van N(A) voor alle A € V\I, is derhalve
0(n*) + 0(n x card(P));

- de kosten van de constructie van de nieuwe produktieregels in fase
(1) zijn O(n x card(P));

- laat m de lengte van het maximale rechterlid van de produktieregels
zijn, dan bedragen de kosten van het vervangen van &&n produktiere-
gel in fase (2) ten hoogste m-1. Aangezien alle produktieregels
beschouwd moeten worden, is de complexiteit van deze fase van
O(m x card(P));

- bepaal zelf de complexiteit van fase (3).

Voorbeeld

Beschouw de rechtslineaire grammatica G = ({a,b,A,B,S} , {a,b}, P, S)

waarin P de volgende herschrijfregels bevat:

S+ A
A > abA
A > bB
B+ A

B + a
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Om een met G equivalente reguliere grammatica te bepalen wordt de con-

structie uit het bewijs van eigenschap 3.6. toegepast.
(1) In de eerste stap worden alle produktieregels van de vorm A + B uit
P vervangen; hiertoe wordt voor alle hulpsymbolen X de verzameling

N(X) = {Y | X:;:Y} bepaald volgens het algoritme uit 3.7.

X | Nyx) N, (X) N, (X)

S {s} {s,A} {s,A}
A {a} {a}l {a}
B {B} {B,A} {B,A}

Hieruit volgt N(S) = {S,A}, N(A) = {A}, N(B) = {a,B}.

De verzameling nieuwe produktieregels P' waarin geen regels van de

vorm A + B, A,B € V\I, voorkomen, bevat de volgende elementen:

wn
¥

abA
+ bB
+ abA
bB
+ abA

+ bB

W W W > > own
¥

> a

(2) In de uit fase (1) resulterende verzameling produktieregels zijn er
drie regels van de vorm A + a;...apB, (n > 2) A,B € VNI en
al,...,aHGZ'.-
= S + abA wordt nu vervangen door het stelsel regels

S » aHl
H; > bA, waarin H;, een nieuw hulpsymbool is.

= A > abA wordt vervangen door het stelsel regels
A * aHjp
H2 + bA, waarin H, een nieuw hulpsymbool is.
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- B + abA wordt vervangen door het stelsel regels
B » aH3
Hy + bA, waarin Hj een nieuw hulpsymbool is.

(3) In fase (3) wordt B +» a vervangen door het stelsel regels
B » aH“
H, + A, waarin H, een nieuw hulpsymbool is.

Uit de fase (1), (2) en (3) resulteert de volgende reguliere grammatica
¢" = ({a,b,A,B,S,H ,H,,H,,H,}, {a,b}, P", S}, waarin P" de volgende
produktieregels bevat:

+ aH

+ bB

1

> aH2
bB
> aH3
+ bB

O W W P P> v wn
¥

+ al,
H1 + bA

H2 + bA
H3+bA

H,++>\ )

3.10. Oefening

Construeer een type 3 grammatica die equivalent is met de rechtslineaire
grammatica G, waarin G = ({S,A,B,a,b} , {a,b}, P, S) en P = {S » abs,
S > abA, A > B, B > baB, B > ba}.

De volgende eigenschap, die de pompstelling (van Rabin en Scott) voor
reguliere talen wordt genoemd, wordt gebruikt om aan te tonen dat be-
paalde talen geen type 3 taal zijn. Om te bewijzen dat talen niet tot

;(lin respectievelijk &2 behoren, bestaan overeenkomstige eigen-
schappen (zie 3.15. respectievelijk 3.33.).
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Eigenschap

Voor elk type 3 taal L < I* bestaat er een natuurlijk getal p > 1,
zodanig dat elk woord w € L met |w| > p geschreven kan worden als

w = xyz, zodanig dat 0 < |y| < p enVi » 0 [xylz ¢ L].

Bewi js
Zij 6 = (V,Z,P,S) een rechtslineaire grammatica, zodanig dat L(G) = L en

P geen produktieregels van de vorm A + B, A,B € V\I bevat. Zij m de
maximale lengte van de rechterleden van de produktieregels in P. Kies nu
p = m x card(V\I). Beschouw vervolgens een woord w € L met |w| > p. Er
bestaat een afleiding S = ag=pa; H..=par = w. Hierin is r > card(V\ZI),
immers r x m 2 |w| > p = card(V\Z) x m, zodat er in de afleiding van w
uit S een oy en een a5, 1 < i < j < r, voorkomen zodanig dat het
hulpsymbool in aj gelijk is aan het hulpsymbool in @j; laat dit het
hulpsymbool X zijn. De afleiding van w uit S 1is nu te schrijven als
S = aoéai = xXéaj = xyX:":ar = Xyz = w. Omdat P geen re-
gels van de vorm A +» B bevat, geldt voor elke regel van de vorm A + wB

dat |w| » 1. Dit houdt in dat y # A.

Het is verder duidelijk dat i en j zodanig gekozen kunnen worden dat
|y| < p: immers als |y| > p 1is, dan bevat de deelafleiding ai=*>aj
een herhaling van een hulpsymbool. Uit X*=yx volgt dan dat
Vi > 0 [xylz € L].

Einde bewijs

Voorbeelden

(1) Beschouw de taal L = {anbn | o > 0}. Met behulp van eigenschap
3.11. wordt aangetoond dat L ¢o&,.

Stel dat L € o'(s, dan bestaat er een natuurlijk getal p, p » 1, zoda-
nig dat elk woord w € L met |w| > p, geschreven kan worden als

W = Xyz, zodanig dat 0 < |y| < p en Vi > 0 [xylz € L]. Beschouw
het woord aPbP € L. Hiervoor geldt lapbp| > p. Nu moet

aPbP te schrijven zijn als xyz, zodanig dat Yi > o0 [xyiz € L],

waarbij 0 < |y] < p. Het deelwoord y kan niet zowel a's als b's
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bevatten, aangezien dan in xyzz de alfabetische volgorde wordt ver-
stoord. Het deelwoord y kan echter ook niet alleen uit a's of uit
b's bestaan, omdat dan geldt #(a,xz) # #(b,xz). Aangezien |y| > O
moet zijn, kan aPbP niet volgens eigenschap 3.1l1. in deelwoorden

gesplitst worden. Hieruit volgt dat L 6383.

(2) Beschouw de taal L = {w | w ¢ {a,b}* en #(a,w) = #(b,w)}. Alle
woorden w € L, |w| > 2, kunnen nu geschreven worden als w = xyz met
0 < |y| < 2, terwijl Yi > 0 [xyiz € L]. Want als w € L en le > 2,
dan bevat w het deelwoord ab (respectievelijk het deelwoord ba).

Schrijf w als w = xabz (respectievelijk w = xbaz), dan geldt
0 < |ab|] < 2 (respectievelijk O < |ba| < 2) en Vi > 0 [x(ab)izeL].
°

In voorbeeld 3.12. (2) 1is een taal gedefinieerd die bestand is tegen
"pompen” volgens eigenschap 3.11. Hieruit mag niet geconcludeerd worden
dat deze taal een type 3 taal is. Eigenschap 3.11. geeft alleen een
noodzakelijke en geen voldoende voorwaarde voor het type 3-zijn van een

taal.

3.13. Oefeningen

(1) Laat zien dat elke eindige taal bestand is tegen pompen volgens

eigenschap 3.11.

(2) Laat R; de klasse van alle talen zijn die bestand zijn tegen pompen
volgens eigenschap 3.1l. Vervang in eigenschap 3.11. de eis
"Vi > 0 [xylz € L]" door de eis "¥i > 0 [xylz € L]". Laat R, de
klasse van talen aanduiden die bestand zijn tegen pompen volgens
deze versie van eigenschap 3.11. Bedenk een taal uit R\R, en een

taal uit Ro\éﬂg. Laat zien dat de door u bedachte talen tot de res-—

pectieveli jke klassen behoren.

3.14. Eigenschap

X, c¥,
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Bewijs

In eigenschap 3.4. is aangetoond dat &3 een deelverzameling is van <&Z,.
Om aan te tonen dat ;(3 een echte deelverzameling van &, is, is het vol-
doende een taal L aan te geven, waarvoor geldt L ¢i3 en L €X,, zodat
L eX )\,

Beschouw de taal L = {a®b® | n > 0}.

(1) In voorbeeld 3.12. (1) is aangetoond dat L ¢é53.

(2) De grammatica G = ({S,a,b}, {a,b}, P, S) met P
een type 2 grammatica, waarvoor geldt dat L(G) = L (Toon dit zelf

{s » asb, s » A} is

aan). Hieruit volgt L €<¥2
Uit (1) en (2) samen volgt hetgeen aan te tonen was.

Einde bewi js

De grammatica G uit het bewijs van eigenschap 3.14. is niet alleen con-
textvrij maar zelfs lineair. Om te kunnen aantonen dat er ook context-
vrije talen zijn die niet lineair zijn, wordt er een pompstelling voor

lineaire talen geformuleerd.

3.15. Eigenschap

Voor elke lineaire taal L c * bestaat er een natuurlijk getal p > 1
zodanig dat elk woord w € L met |w| > p geschreven kan worden als

w = xuvyz, zodanig dat 0 < |xuyz| < p, |uy|] > 1 en Vi>0 [xulvyizeL].

Bewi js

Zij G = (v,z,P,S) een lineaire grammatica, zodanig dat L(G) = L en P
geen produktieregels van de vorm A » B, A,B € V\I bevat. (Toon aan dat
bij elke lineaire grammatica G' een equivalente lineaire grammatica G te
construeren 1is, die aan bovengenoemde eis voldoet). Zij m het maximum
van de lengten van de rechterleden van de produktieregels in P. Kies nu

p=m x card(V\I). Zij w € L, met |w| > p. Er bestaat een afleiding

S =0y=a,=p... Do, = W.

Hierin is |w| < (r-1)(m-1) + m = rm - (r-1) < rm, als r > 2. Aangezien

|w| > p, is r > card(V\I), zodat er in de afleiding van w uit S een oy
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en een aj, 1 < i < j < r, bestaan, zodanig dat het hulpsymbool in aj
gelijk is aan het hulpsymbool in aj; noem dit hulpsymbool X. De aflei-

ding van w uit S is nu te schrijven als
_ * * * _ _
S = ay=pxXz =pxuXyz =pXuvyz = ar = W.

Omdat voor elke produktieregel A » wBw' in P, w,w' € Z*, A,B € V\I,
geldt dat |wBw'| » 2, 1s uy # A. Het is verder duidelijk dat i en j
zodanig gekozen kunnen worden dat |xuyz| < p: immers als lxuyz| > p, zou
in de deelafleiding a éaj—l een herhaling van een hulpsymbool
voorkomen. Uit X=Z%puXy volgt dat ¥i > 0 [xulvyiz € L].

Einde bewi js

3.16. Eigenschap

<3 © a,lin <X

Bewi js
(1) Uit de definities 1.36. en 1.39. volgt dat ¥3 een deelverzameling

van o is.
1lin
(2) Uit het bewijs van eigenschap 3.14. volgt dat voor de taal
L = {a"™® | n > 0} geldt dat L § L; en L ¢ L1y, zodat &3
een echte deelverzameling van &11“ is.

Uit (1) en (2) samen volgt ;73 cxlin

(3) Uit de definities 1.35. en 1.36. volgt dat ilin een deelverza-
meling van ;/2 is.

(4) Om aan te tonen dat xlin een echte deelverzameling van ¥, is,

is het voldoende een taal L aan te geven, waarvoor geldt

L¢°Tlin enL €<Z,.

Beschouw de taal L = {aWbManbn | m,n > 0}.

- Stel dat L ¢ Q/lin’ dan bestaat er volgens eigenschap 3.15.
een natuurlijk getal p > 1, zodanig dat elk woord w € L met
|w| > p geschreven kan worden als w = xuvyz, zodanig dat

0 < |xuyz| < p, |Juy|] » 1 en Vi > 0 [xuivyiz € L]. Beschouw
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het woord aPbPaPbP € L, dan geldt |aPbPaPbP|>p.
Nu moet aPbPaPbP te schrijven zijn als xuvyz, zodanig dat
¥i > o [xulvylz € L]. Het woord bPaP is een deelwoord van
v: het deelwoord u kan niet zowel a's als b's bevatten aangezien
|xu| < |xuyz| < p, zodat u alleen a's kan bevatten. Op analoge
wijze kan worden aangetoond dat y alleen uit b's kan bestaan.
Voor zekere s en t geldt nu v = aSbPaPbt. Maar dan is
xulvy%z = xaSbPaPbtz geen element van L, aangezien
|x] + s < p en/of |z| + t < p. Het woord aPbPaPbP kan
derhalve niet volgens eigenschap 3.15. gesplitst worden, =zodat
L ¢-kiin.

- De grammatica G = ({S,T,a,b}, {a,b}, P, S) met P = {S > TT,
T » aTb, T » A} is een type 2 grammatica waarvoor geldt dat
L(G) = L (Toon dit zelf aan).

Uit (3) en (4) samen volgt zlin c;”z.

Einde bewi js

In het voorgaande is een afleiding telkens gerepresenteerd als een reeks
g =pa, =pa, .. van zinsvormen. In het geval van contextvrije grammati-
ca's kunnen afleidingen ook met behulp van (geordende geétiketteerde
gewortelde) bomen worden weergegeven. Een dergelijke boom wordt een
afleidingsboom genoemd. In definitie 3.17. wordt het begrip afleidings-
boom gedefinieerd en in eigenschap 3.20 wordt de relatie tussen aflei-

dingsbomen en afleidingen gelegd.

3.17. Definitie: Zij G = (V,Z,P,S) een contextvrije grammatica. Een (geordende
geétiketteerde gewortelde) boom 1is een G-afleidingsboom
(Eng.: "G-derivation tree") als aan de volgende condities is

voldaan:

- elke knoop in de boom heeft een etiket uit V;
- Iinwendige knopen hebben etiketten uit V\I;

- als een inwendige knoop het etiket A draagt en de zonen van
A van links naar rechts de etiketten X;,...,Xy, k > 1,

hebben, dan is A * X,...Xy een produktieregel in P.
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Als duidelijk 1is om welke grammatica het handelt, wordt de

term afleidingsboom in plaats van G-afleidingsboom gehan-

teerd.

3.18. Definitie: De symboolrij die wordt verkregen door de etiketten van de
bladeren van een afleidingsboom van links naar rechts na
elkaar te schrijven, wordt de opbrengst (Eng.: "yield") van
die afleidingsboom genoemd.

3.19. Voorbeeld

G = ({s,A,a,b}, {a,b}, P, S) met P = {s » SbA, S » a, A > ab} is een

contextvrije grammatica. De volgende boom is een G-afleidingsboom:

De opbrengst van deze afleidingsboom is de symboolrij ababbab. De op-

brengst van de volgende afleidingsboom is de symboolrij a:

wn
e

o
[ ]

3.20. Eigenschap

zij G = (v,Z,P,S) een contextvrije grammatica. Voor elke X € VAI en

*
a € I% geldt X=%%%>°, dan en slechts dan als er een G-aflei-
dingsboom met worteletiket X en opbrengst « is.
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Bewijs

Het bewijs van deze eigenschap verloopt in twee stappen:

(1)

(2)

Zij T een G-afleidingsboom met worteletiket X, X € VNI en opbrengst
a. Met inductie naar de diepte van de boom T wordt aangetoond dat

*
X-—E—ba.

Initialisatiestap: als T de diepte nul heeft, bestaat T uit &én

enkele knoop met etiket X. De opbrengst a van T is eveneens X, zodat

%
X-G-)a.

Inductieveronderstelling: neem aan dat ¥i < k, k > 0 en voor elke G-

afleidingsboom T met diepte i, worteletiket X, X € WI en opbrengst
a, geldt dat X%ya.

Inductiestap: zij T een G-afleidingsboom met diepte k+l, worteleti-

ket X, X € V\I en opbrengst a. Stel dat de etiketten van de zonen

van de wortel van T van links naar rechts xl,...,xn zijn:

TN
LN

X, X, Xn

dan moet X * X ...Xp € P. Zij Ty de deelboom van T met als wor-
tel de zoon met etiket Xj en opbrengst oy, 1 € i < n. Dan geldt
@ = a ...an. De diepte van Tj is kleiner dan of gelijk aan Kk,
zodat volgens de inductieveronderstelling Xiéai, 1 € i < n.

Uit het voorgaande volgt X=X, ...Xp éal---an = Q.

Stel X:E#a. Toon met inductie naar de 1lengte van de aflei-
ding aan dat er een G-afleidingsboom T bestaat met worteletiket X en

opbrengst a.

Einde bewijs

Bij een gegeven afleiding X = @)= a, =y ... =pay, n > 0, hoort precies

één afleidingsboom. Bij &&n afleidingsboom behoren in het algemeen ver-

scheidene afleidingen. Twee daarvan worden apart onderscheiden: de lin-
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ker- (Eng.: "left-most”) en de rechter- (Eng.: "right-most"”) afleiding.

Een afleiding

is een linker-(rechter-)afleiding als in elke stap het

meest linkse (rechtse) hulpsymbool wordt herschreven. Een meer formele

definitie luidt:

3.21. Definitie: Zij

(1)

(2)

3.22. Oefening

G = (V,L,P,S) een contextvrije grammatica.

Een afleiding aj=p o= ... =pap is een linkerafleiding
als en alleen als voor Vi, 0 < i < n, geldt

ai = Wi{ABji en widBy, A € VNI,

%i+1
A+ 8 €P, By, § € V¥ en wy € z*,

Een afleiding ay; = a, =y ... =y op 1s een rechteraflei-
ding als en alleen als voor Vi, 0 < i < n, geldt

aij = BjAwi en Bydwy, A € VNI,

Yi+1
A+ 38 €P, By, § € V¥ en wy € z*.

De contextvrije grammatica G = ({S,A,B,a,b}, {a,b}, P, S) bevat de pro-

duktieregels

+ aB
+ bA
+ a
+ a$
bAA
+b
+ bS
+ aBB

B & W > > P w0 W
¥

Bepaal voor het woord aaabbabbba

(1) een afleidingsboom;
(2) een linkerafleiding;

(3) een rechterafleiding.
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3.23. Voorbeeld

Het kan voorkomen dat in een grammatica twee of meer verschillende af-
leidingsbomen eenzelfde woord opbrengen. Zij G = ({S,a,b}, {a,b}, P,S)

waarin P de volgende produktieregels bevat

+ SS
+ aSb
bSa

+ ab

v »n »nu n wm
¥

+ ba

Beschouw het woord abab € L(G). Bij dit woord behoren minstens twee

verschillende afleidingsbomen:

(2) S

(1) S
/N N
\\
a S \ b S \/\s
/ '\

b & e a ad ® b ad ‘e b °

3.24. Definitie: Zij G een contextvrije grammatica. Een woord w heet (syntac-
tisch) dubbelzinnig (Eng.: "ambiguous™), volgens G als er
tenminste twee verschillende G-afleidingsbomen bestaan, die w

opbrengen.

Een contextvrije grammatica G heet dubbelzinnig als er ten-
minste &é&n woord w € L(G) bestaat, dat volgens G dubbelzinnig
is.

Een contextvrije taal L heet dubbelzinnig als elke grammatica

die L voortbrengt, dubbelzinnig is.
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Oefening

(1) De grammatica G = ({S,A,B,a,b}, {a,b}, P, S) bevat de produktiere-
gels

+ bA
+ aB
+ a
+ aS
+ bAA
+ b
+ bS
+ aBB

& W W P> P> n W0

Bepaal L(G) en laat zien dat G dubbelzinnig is.
(2) Beschouw de grammatica G uit voorbeeld 3.19. Is L(G) dubbelzinnig?
(3) Toon aan dat bij elke contextvrije grammatica G, zodanig dat
L(G) # @, er een equivalente contextvrije grammatica geconstrueerd

kan worden, die dubbelzinnig is.

Eigenschap

Het probleem U = [G is een contextvrije grammatica: G is dubbelzinnig]

is algoritmisch onoplosbaar.

Bewi js
Het bewijs dat U algoritmisch onoplosbaar is, verloopt via reductie van

U naar het PCP, dat blijkens 2.24. algoritmisch onoplosbaar is.

Zij I een alfabet, en PCP(n, @,,++45an;, b ,.ee,bg), m > 1,
a;,00058n, bD;,e..,by € it een exemplaar van het PCP. Beschouw de
grammatica G = (I U {S,Sl,sz,xl,...,xn}, T v {xl,...,xn}, P, S),
waarin de Xj's nieuw gekozen symbolen zijn en P de volgende produktie-

regels bevat:
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S > 5
S +5,
S; » ajs;x4, Vicn
S; > ajxy, Vic<n
S, * byS,x4, Vic<n
S, * bixj, Yi<n

De grammatica G is dubbelzinnig dan en alleen dan als het gegeven exem—

plaar van het PCP de uitkomst waar oplevert:

- als het exemplaar van het PCP de uitkomst waar oplevert, dan is er

een rijtje indices i,,...,in, zodanig dat

a; ...a; = bi ...bi . Dan is er een woord ay eeed; X oeelX, €L(G)
1 m 1 m 1 m m 1

dat gelijk is aan het woord

bi “'bi Xy eeeXg € L(G).

1 m m 1

Er bestaat voor dit woord een linkerafleiding beginnend met

*
S@Slﬁai ceedy X, oeeeXy
1 m m 1

en een linkerafleiding beginnend met

*
S%Sz=>ai ceedy X, oeeeX
1 m m 1

Hieruit volgt dat G dubbelzinnig is.
- Stel G is dubbelzinnig. Aangezien in elk woord w € L(G), zodanig dat

S =»85; —i?w, in het grootste deelwoord van w over {xl,...,xn} de

volgorde van de in de afleiding van w toegepaste produktieregels
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is vastgelegd, heeft w een unieke linkerafleiding. Een analoge rede-
nering is geldig voor elk woord w € L(G), zodanig dat S==%SZ=§$W-

Omdat G dubbelzinnig is, is er een woord w € L(G), zodanig dat
*

* =
S=>s,; =35y en S=p»S, =pw. Als w = yxim..xil, y € &%,
dan is 1i,,...,iy een rijtje indices waarvoor voor het exemplaar

van het PCP geldt

a, «+sa, =Db, ...b, .
i i i i

1 m 1 m
Het exemplaar van het PCP levert derhalve de uitkomst waar op.

Aangezien de grammatica G daadwerkelijk kan worden geconstrueerd uit het
gegeven exemplaar van het PCP, bestaat er een algoritme voor het PCP als
er een algoritme voor U bestaat. Hieruit volgt dat U algoritmisch onop-

losbaar is.

Einde bewijs

3.27. Eigenschap

Bij elke contextvrije grammatica G is een equivalente contextvrije gram-
matica G' te construeren, waarin geen produktieregels van de vorm A + )
voorkomen, met als enige mogelijke uitzondering de regel S' > )\, waarin
S' het startsymbool van G' is. In het geval dat S' + )\ een regel van G'

is, komt S' niet in de rechterleden van de produktieregels van G' voor.

Bewijs

Stel 6 = (V,I,P,S) en G' = (V',E,P',8"'), en definieer U = {A | A € V\I
en A':-'é#)\}. Definieer de verzameling Py, van produktieregels

aldus:

Py = {A > Wy | A+ wep, wy # X en Wy onstaat uit w door daaruit
0 of meer symbolen uit U te schrappen}.
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Er worden twee gevallen onderscheiden:

- S € U, zodat A € L(G). Voer een nieuw hulpsymbool S' in. Stel
V' =V u {s'} enP' =P u {8" » 5, 8" > 1A}
- S ¢ U, zodat A ¢ L(G). Stel 8' =S, V' =V en P' = Py

Nu geldt L(G) = L(G'). Het bewijs van deze uitspraak verloopt in drie

stappen:

(1) Uit de constructie van G' volgt direct dat A € L(G') dan en slechts
dan als S' » X € P', dan en slechts dan als S € U, dan en slechts

dan als A € L(G).

(2) Voor elke produktieregel A A....Ag in P', k » 1, is er een

produktieregel A > a1A1‘°-akAkak+1 in P waarbij aj € u*

1 < i < ktl. Aangezien ai=%}A, geldt

A;i;alAl...akAkak+l=§?Al...Ak.

Hieruit volgt met inductie naar de afleidingslengte:

* *
als a =B dan a =pB. Dus L(G') < L(G).
G' G

(3) Met inductie naar de afleidingslengte kan worden aangetoond dat

YX € vNI, Vw € $* [als X%w dan X=é%w]. Dit
houdt in dat L(G) < L(G').

De in (1), (2) en (3) bepaalde grammatica kan worden geconstrueerd; want
(1) U kan daadwerkelijk worden geconstrueerd (zie 3.28.)

(2) Uit U kan Py daadwerkeli jk worden geconstrueerd.

(3) De resterende stappen zijn eveneens effectief uitvoerbaar.

Einde bewi js
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3.28. Oefening

Zij G = (V,I,P,S) een contextvrije grammatica. Schrijf een algoritme dat
de verzameling U = {A | A € V\I en A =§%>A} bepaalt. Laat zien
dat uw algoritme voor elke contextvrije grammatica termineert en correct
is. (Aanwijzing: bepaal de rij verzamelingen UgsUjseee,Ug = U (met
n < card(WZI)) als volgt:

Uy ={A]| A€eV\IenA~ € P}

Ui+1=uiu{AIASV\ZenA+a6p,a€UI})-

Bepaal de complexiteit van uw algoritme.

3.29. Voorbeeld

Beschouw de contextvrije grammatica G = ({S,A,B,C,a,b,c,d}, {a,b,c,d},
P, S) met de volgende produktieregels:

S + aSa B + bBa
S+ A B » AC
S+ B C + dC
A > cA C~+
A+ )

U={A|AeV\zenA=é5>\}

produktieregels bevat de volgende regels:

{S,A,B,C}. De verzameling P, van

S + aSa B + ba
S + aa B + AC
S + A B+ A
S +B B+ C
A+ cA C + dC
A+c c~»d
B > bBa

De met G equivalente contextvrije grammatica G', waarin geen produktie-

regels van de vorm A + ) voorkomen, met als enige uitzondering de regel
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S' + ) waarin S' het startsymbool van G' is, is de grammatica G' =

({s,s',A,B,C,a,b,c}, {a,b,c}, Py u {8' » s, S*' » A}, §"). °

Zij k de som van de lengten van de rechterleden van de produktieregels
in P. De verzameling P, kan dan hoogstens card(P) x (2k-1) produktie-
regels bevatten: een produktieregel van de vorm A -+ By++eBg, k > 1 in
P, leidt immers tot 2k-1 produktieregels in P;. De constructie uit het
bewijs van eigenschap 3.27. vergt derhalve exponentiéle tijd. Zonder
bewijs wordt vermeld dat er een algoritme bestaat dat de met G equiva-
lente grammatica zonder regels van de vorm A + A in lineaire tijd con-

strueert.

3.30. Eigenschap
X, =X

Bewi js
De eigenschap volgt direct uit de definities 1.34. en 1.35. en eigen-

schap 3.27.
Einde bewijs

3.31. Eigenschap

Bij elke contextvrije grammatica G is er een equivalente contextvri je
grammatica G' te construeren die geen produktieregels bevat van de vorm

A + B, waarin A en B hulpsymbolen zijn.

3.32. Oefening

Bewijs eigenschap 3.31. (Aanwijzing: bekijk het bewijs van eigenschap
3.6.).

In het voorgaande zijn er pompstellingen voor reguliere talen en lineai-
re talen geformuleerd; een dergelijke stelling bestaat ook voor context—-
vrije talen, de pompstelling voor contextvrije talen van Bar-Hillel,

Perles en Shamir.
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3.33. Eigenschap

Voor elke contextvrije taal L c T* bestaat er een natuurlijk getal
p > 1, zodanig dat elk woord w € L met |w| > p geschreven kan worden als

w = xuvyz, zodanig dat |uy| > 1, |luvy| < p en ¥i 3> 0 [xuivyiz € L].

Bewi js
Zij G = (V,Z,P,S) een contextvrije grammatica, zodanig dat
- L(G) =1

- P geen produktieregels van de vorm A + B, A,B € V\I, en geen regels
van de vorm A » A, A € (V\Z)\{S}, bevat. Als S + A € P, dan komt S
nergens in het rechterlid van een produktieregel voor (Zie eigen-—
schap 3.27.).

Zij m het maximum van de lengten van de rechterleden van de produktiere-

\I
gels van G. Kies p = mcard(v )+1.

Zij w € L, met |w| > p. In elke
G-afleidingsboom T met opbrengst w is er een pad met lengte
n » card(VN\I)+l. Zij Ag = S,A,...,Ap = a, Aj € V\I, O < i < n,
a € I, de etiketten van de knopen op dit pad. Op dit pad komen
n > card(V\I) hulpsymbolen voor, die niet allemaal verschillend kunnen
zijn. Zij i het grootste natuurlijkg getal, waarvoor er een j > i is,
zodanig dat Aj = Aj. Zij A; = X. Beschouw drie deelbomen van de

G-afleidingsboom T (zie de onderstaande figuur):
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- T, is de boom die van T overblijft nadat de subboom T' met wortele-
tiket Ay uit T verwijderd is.

- T, is de boom die van T' overblijft nadat de subboom met worteleti-
ket Aj uit T' verwijderd is.

- T3 is de subboom met worteletiket Aj van T.

Met T; correspondeert een afleiding £;=§>xXz, X,z € £*. Met T, cor-
respondeert een afleiding X=§§qu, uy € It. Met T; tenslotte corres-
pondeert een afleiding X é%uz, v € tt. Het woord w kan dus geschreven
worden als w = xuvyz, zodanig dat Yi > 0 [xuivyiz € L]. Bovendien 1is
uy # A, aangezien P geen produktieregels van de vorm A +» B, A,B ¢ V\I
bevat. Uit het feit dat i maximaal gekozen is, volgt bovendien dat de
diepte van T, ten hoogste card(V\I) + 1 is, zodat |uvy! < p.

Einde bewijs

Eigenschap

Bewi js .
In eigenschap 3.30. is aangetoond daté(z een deelverzameling van && is.
Om aan te tonen dat &, een echte deelverzameling van ¥ is, is het vol-

doende een taal L aan te geven, waarvoor geldt L £ &E en L € &ﬁ, zodat

L e I\,
Beschouw de taal L = {a®bfc? | n > 1}.

(1) Stel dat L contextvrij is, dan bestaat er volgens eigenschap 3.33.
een natuurlijk getal p, p » 1, zodanig dat elk woord w € L met
|w| > p, geschreven kan worden als w = xuvyz, zodanig dat |uy| > 1,
|luvy| < p en Vi > 0 [xulvylz € L]. Beschouw het woord
aPbPcP € L. Hiervoor geldt IanPcP| > p. Nu moet
aPbPcP te schrijven zijn als xuvyz, zodanig dat Yi > 0
[xuivyiz € L], waarbij uy # A en |uvy| < p. Als het deelwoord
y of het deelwoord u meer dan &&n soort letter bevat, is in xu2vy2z
de alfabetische volgorde verstoord. Als y en u elk hoogstens &én

soort letter bevatten, geldt #(a,xvz) = #(b,xvz) = #(c,xvz) niet.
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Aangezien uy # X moet gelden, kan aPbPcP niet volgens eigen-

schap 3.33. gesplitst worden. Hieruit volgt dat L ¢Jfé.

(2) De grammatica G = ({S,A,B,C,D,E,a,b,c}, {a,b,c}, P, S) met de pro-
duktieregels

S + aSB
S + abC
CB + CD
CDh + ED
ED + EC
EC » BC
bB + bbC

C+c

is een contextgevoelige grammatica waarvoor geldt dat L(G) = L.

(Toon dit zelf aan). Hieruit volgt L € éq.

Uit (1) en (2) samen volgt :6 < X-
Einde bewijs

3.35. Eigenschap
<, =X

Bewi js
Deze eigenschap volgt direct uit de definities 1.32. en 1.34.

Einde bewijs

3.36. Eigenschap

1 verl

Bewi js

Het bewijs van deze eigenschap verloopf in twee stappen.

(1) Uit de definities 1.33. en 1.34. volgt‘kj c

rerl”®
verlL
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(2) Aangetoond moet worden dat bij elke verlengende grammatica een equi-
valente contextgevoelige grammatica kan worden geconstrueerd. De
onderstaande constructie geeft aan hoe &&n verlengende produktiere-

gel vervangen kan worden door een stelsel contextgevoelige regels.

Zij G' = (V,I,P,S) een contextgevoelige grammatica, waarin de pro-
duktieregel S + A niet voorkomt, en laat A ...Ap en B, ...Bp,
2 < m < n, twee woorden over VNI zijn. Definieer een grammatica
Gg = (V,Z,P v {Al'--Am > 31"'Bn}’ S), dan is G, equivalent met
de type 1 grammatica Gé = (V u {31"-~»Sm}’ I, P u P', S), waar-

in §,,...,5p nieuwe symbolen zijn en P' de volgende produktiere-

gels bevat:
A1A2...Au1 > SIAZ“'Am
SlAZ"'Am > SISZA3"'Am
Sl"'sm—lAm +> Sl"'smrlsmBm+l" Bn
Sl"'SmBm+1"'Bn > BISZ"'SmBm+1"'Bn
B....B S

1*+*B 1By e-+B, > Bye-B BB . ...B

Het 1is duidelijk dat Gj een contextgevoelige grammatica is en dat
L(Gg) = L(Gy); L(Gy) < L(Gy) volgt uit het feit dat de produktiere-
gels in P' zodanig zijn opgesteld dat ze of geen van allen of allemaal

na elkaar worden uitgevoerd bij een afleiding in Gb.

Zij G = (V,I,P,S) een willekeurige verlengende grammatica. De met G
equivalente contextgevoelige grammatica G' = (V',I,P',S') wordt als

volgt geconstrueerd:
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als P de produktieregel S + A bevat, wordt er een nieuw hulpsymbool
S' gekozen en wordt de regel S + )\ vervangen door de regels S' + A
en S' » S. Als P de produktieregel S + ) niet bevat, wordt het
startsymbool S' van de te construeren grammatica gelijk aan S geko-

zZen.

vervang in alle produktieregels uit P elk eindsymbool a € I door het
nieuwe hulpsymbool A,; en voeg aan de aldus verkre
produktieregels voor elk eindsymbool a de produktieregel A, + a

toe.

pas op elke niet-contextgevoelige produktieregel uit de zo verkregen

verzameling produktieregels de beschreven constructie toe.

Zij P' de resulterende verzameling produktieregels en V' het met de

nieuwe hulpsymbolen uitgebreide alfabet, dan is het duidelijk dat G' een

contextgevoelige grammatica is, die equivalent is met G.

Einde bewijs

3.37. Oefeningen

(1)

(2)

(3)

Voer de constructie uit het bewijs van eigenschap 3.36. uit op de
grammatica G = ({s,B,C,a,b,c}, {a,b,c}, P, S), waarin P = {s » asB,
S + abC, CB » BC, bB » bbC, C + c}.

In de constructie uit het bewijs van eigenschap 3.36. wordt er in
het geval dat de regel S + A in de verlengende grammatica voorkomt,
een nieuw startsymbool S' gekozen en worden de regels S' + )\ en
S' + S aan de contextgevoelige grammatica toegevoegd. Waarom kan de
produktieregel S + )\ niet direct in de contextgevoelige grammatica

worden opgenomen?

Stel dat in de constructie uit het bewijs van eigenschap 3.36. de

regel AlA2...Ay * B;Bj...Bp vervangen wordt door het stelsel

regels
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A1A2°°'Am > SlAZ...Am

SISZ...Am »> S.S ...SmB «..B

S....S B «eeB > S_...S B
1 m n

Dan geldt in het algemeen niet langer dat L(G') c L(G). Waarom niet?

3.38. Eigenschap

Voor elk contextgevoelige grammatica G geldt dat L(G) een beslisbare

verzameling is.

Bewi js

Stel w € L(G) met |w| = n. We onderscheiden twee gevallen:

(1) n = 0, dat wil zeggen w = A. Er geldt A € L(G) dan en slechts dan

(2)

als S » A € P. Natuurlijk is voor elke contextgevoelige grammatica
het probleem S » A € P beslisbaar, omdat P een eindige verzameling
is.

n > 1. Dan bestaat er een afleiding S = ;= a); =y ... = ar = w,
zodanig dat

(1) ay = aj dan en slechts dan als i = j. Immers als er een
i < j 1is zodanig dat aif = @3, dan 1is ook
S = ay =» ... =paj =» i = ... =Par = w een afleiding
van w.

(i1) lag| < |a1+1|, 0 < i < r. Voor elke produktieregel

a > B € P geldt immers |a| < |B].
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De lengte van de afleiding van w # X\ is dus ten hoogste gelijk aan
het aantal verschillende woorden over V met een lengte kleiner dan

of gelijk aan |w]|:

vl .
r < I (card(V)).
i=1

Bepaal nu de verzameling

Jul .
W= {w Iak < I (card(V)) [S:w]}.
i=0

Dan geldt w € W dan en slechts dan als w € L(G). Omdat W een eindige
verzameling 1is, 1is W beslisbaar. Omdat het, gegeven een woord
w e ¥ mogelijk is de verzameling W daadwerkelijk te construeren,

is L(G) beslisbaar.
Einde bewijs

3.39. Eigenschap

&& is een echte deelverzameling van de klasse van beslisbare verzame-

lingen.

Bewi js

Zij I een alfabet en ¢: N cypI* een opsomming van I* (zie voorbeeld
2.8.). Zij h: Nc»é(l’z een opsomming van de contextgevoelige talen
over het eindalfabet I (zie het bewijs van eigenschap 3.2.). Definieer
nu L = {¢(1) | ¢(1) ¢ h(i)}. Aangetoond wordt dat L beslisbaar en niet

contextgevoelig is.

(1) L is beslisbaar. 2ij w € I*. Gebruikmakend van de opsomming van
Z*, kan er een natuurlijk getal i bepaald worden, zodanig dat

¢(1) = w. Gebruikmakend van de opsomming van o wordt de met

1,2
i corresponderende taal h(i) bepaald. Volgens eigenschap 3.38. is
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h(i) beslisbaar en kan het beslissingsalgoritme voor w € h(i) daad-
werkelijk worden geconstrueerd. Hieruit volgt dat voor w bepaald kan
worden of w € L dan wel w ¢ L. De verzameling L is derhalve be-

slisbaar.

(2) L is niet contextgevoelig. Neem aan dat L contextgevoelig is, dan is
er een natuurlijk getal i, zodanig dat h(iy) = L. Beschouw nu het
woord ¢(io):

- ®(i,) € L dan en slechts dan als ¢(ig) £ h(iy) = L. Dus
#(iy) ¢ L.

- ¢(io) ¢ L dan en slechts dan als niet ¢(ig) ¢ h(iy), dan en
slechts dan als ¢(io) € h(io) = L. Dus ¢(io) € L.

Hieruit volgt dat ¢(io) € L dan en slechts dan als ¢(ig,) ¢ L,

hetgeen een tegenspraak is. Hieruit mag geconcludeerd worden dat

&£
L¢ 1,z

Jit (1) en (2) samen

v

Einde bewijs

3.40. Eigenschap

éq) is gelijk aan de klasse van de opsombare verzamelingen.

Bewi js

Het bewijs van deze eigenschap verloopt in twee stappen:

(1) zij G = (V,zZ,P,S) een type O grammatica. Het volgende algoritme-
schema definieert een berekenbare partiéle functie waarvan het defi-

nitiegebied met L(G) samenvalt:
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invoer : w € E*, G
uitvoer: u € N
begin
W= {S}
while w ¢ W do

W= {z | 3y € w[yTrz]};

Hieruit volgt dat L(G) opsombaar is.

(2) Het bewijs dat elke opsombare verzameling door een type O grammatica

kan worden voortgebracht, valt buiten het bestek van dit dictaat.

Einde bewijs

Eigenschap

& =¥

Bewi js
Deze eigenschap volgt direct uit de eigenschappen 2.31., 3.39. en 3.40.

Einde bewi js

De essentie van type O grammatica's is derhalve de mogelijkheid gebruik

te maken van verkortende regels.

Dit hoofdstuk zal worden afgesloten met een onderzoek naar de algorit-
mische oplosbaarheid van een aantal problemen uit de theorie van de

formele talen.

Eigenschag

In het onderstaande overzicht wordt met "ja" aangegeven dat het betref-
fende probleem algoritmisch oplosbaar is en met "nee" dat het betreffen-
de probleem algoritmisch onoplosbaar is. Definieer ﬁﬁi als de klasse

van alle type i grammatica's.
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i 0 1 2 3
probleem
K¢ 6‘?1, w ez we L] nee ja ja ja
[G €§i: L(G) = (b] nee nee ja ja
[Gl,G2 E?i: L(G}) n L(Gy) = Q)] nee nee nee ja
Bewi js

Ga na dat als een probleem algoritmisch oplosbaar is voor ?«i, het

equivalente probleem ook algoritmisch oplosbaar is voor 93-, i > i,

i,j ¢

{0,1,2,3}; ga na dat als een probleem algoritmisch onoplosbaar is

voor gi, het equivalente probleem ook algoritmisch onoplosbaar is voor

?ja j < i; i)j € {071’2a3}'

(1) De algoritmische oplosbaarheid van het probleem [G € (%1, w e ¥
w € L(G)] volgt uit eigenschap 3.38. Met het bovenstaande volgt

verder de algoritmische oplosbaarheid van de problemen [G € ‘?«2,
weEsk we L(G)] en [G 6?3, weET we L(G)].

(2) D
w

e algoritmische onoplosbaarheid van het probleem [G € "5{’«0, w e I

€ L(G)] volgt uit eigenschap 3.40.

(3) De algoritmische oplosbaarheid van het probleem [G € %2; L(G) = (6]

wordt als volgt aangetoond:

Zij G = (V,2,P,S) een contextvrije grammatica. Zij m het maximum van

de lengten van de rechterleden van de produktieregels uit P. Kies

P

mcard(V\Z)+1. Dan geldt L(G) # @ dan en slechts dan als

dw € L(G) zodanig dat |w| < p:

als 3w € L(G) met |w| < p, dan L(G) # @.

stel L(G) # #, dan bevat L(G) een woord w met een minimale
lengte |w| = n, n < p. Als immers n > p, dan kan w volgens eigen-
schap 3.33. geschreven worden als w = xuyvz, zodanig dat
luy] > 1, |uvy|] < p en Vi > 0 [xulvylz € L(G)]. Maar dan is
xuz € L(G), met |xuz| < |w|. Dit is in tegenspraak met het feit

dat w de minimale lengte heeft.
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Dit betekent dat voor slechts een eindig aantal woorden w, ten hoog-

P
ste X (card(Z))i, bepaald hoeft te worden of w € L(G). Aangezien
i=0

L(G) beslisbaar is (zie tabel), is [G € g&: L(G) = ¢] algoritmisch

oplosbaar. Hieruit volgt tevens de algoritmische oplosbaarheid van

[c € G;: L(G) = ¢].

(4) Toon zelf de algoritmische onoplosbaarheid van

[G € gb: L(G) = ¢] en [G € g&: L(G) = ¢] aan.

(5) Toon zelf de algoritmische oplosbaarheid van
[6,,6, 5?3: L(G)) n L(G,) = @] aan.

(6) De algoritmische onoplosbaarheid van [G,,G, € §,: L(G,) n L(G,) = ¢]
1272 = 42 1 2

wordt met reductie naar het PCP aangetoond:

Zij I een alfabet en PCP(n,al,...,an,bl,...,bn), n > 1,
a),.+45an, bj,...,bp € 5t een exemplaar van het PCP. Beschouw de
grammatica G, = (L U {Sl,xl,...,xn}, r U {xl,...,xn}, P, Sy,

waarin Pl de volgende produktieregels bevat:

S) > ajS;xj, i< n
S, » ajxy, i<n
en de grammatica G- = (Z v {Sz,xl,...,xn}, I u {xl,...,xn}, P,,

82), waarin P2 de volgende produktieregels bevat:

Dan is L(Gl) n L(G2) = § dan en slechts dan als het exemplaar van

het PCP de uitkomst onwaar oplevert (Ga dit na).

Als [Gl’Gz Egz: L(Gl) n L(G,) = ¢] algoritmisch oplosbaar zou zijn,

dan is daarmee ook het PCP algoritmisch oplosbaar aangezien de gram-

matica's G; en G, daadwerkelijk geconstrueerd kunnen worden. Aange-

zien het PCP algoritmisch onoplosbaar is, mag geconcludeerd worden

dat [G1,G2 € %;2: L(Gy) n L(Gy) = ¢] algoritmisch onoplosbaar is.

Hieruit volgt tevens de algoritmische onoplosbaarheid van

(6,6, E%l: L(G)) n L(G,) = #] en [G,G, E‘?o’ L(G)) n LG, = ¢].
Einde bewijs
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EINDIGE AUTOMATEN

In hoofdstuk 1 werden de begrippen grammatica en de door een grammatica
voortgebrachte taal ingevoerd. Uit de gegeven definities volgt onmiddel-
lijk, dat een grammatica G = (V,I,P,S) een eindig wiskundig object is
(want V, ¥ en P zijn eindige verzamelingen), waarmee men een aftelbare
(d.w.z. een eindige of aftelbaar oneindige) verzameling, namelijk L(G),
kan specificeren. Zo kan men bijvoorbeeld met behulp van een grammatica
voor de programmeertaal Pascal (zie: K. Jensen & N. Wirth: "PASCAL -
User Manual and Report” (1978) Second Edition, Springer) op eindige
wijze de aftelbaar oneindige verzameling van alle syntactisch correcte

Pascal-programma's vastleggen.

Is eenmaal een programmeertaal, zoals Pascal, door een grammatica gede-
finieerd, dan komt het volgende probleem veelvuldig naar voren: bepaal
voor een gegeven tekst of deze al dan niet een syntactisch correct Pas-
cal-programma is. Dit is een voorbeeld van het meer algemene probleem:
gegeven is een woord en gevraagd wordt of dit woord tot de taal behoort.
In het geval van een programmeertaal behoort het tot de taken van een

vertaler ("compiler”) om deze vraag op efficiénte wijze te beantwoorden.

Merk tevens op, dat als er een methode bestaat om, voor elke x in ¥
te. bepalen of x tot een taal L over I behoort, daarmee L gedefinieerd
is. Een automaat is een eindig wiskundig object, dat op een dergeli jke
wijze een taal definieert. Talen kunnen dus gedefinieerd worden door
onder andere grammatica's en automaten: bij verschillende soorten gram-

matica's behoren verschillende soorten automaten en omgekeerd.

In dit hoofdstuk wordt de eindige automaat behandeld, een automaat ge-
schikt om te bepalen of een gegeven woord al dan niet behoort tot de
taal, die voortgebracht wordt door een bepaalde type 3 grammatica. De in
dit hoofdstuk te behandelen automaat wordt eindig genoemd omdat deze
automaat slechts een begrensde hoeveelheid informatie kan onthbuden, en
dus niet vanwege het feit dat een eindige automaat een eindig wiskundig
object is (Alle in dit college ter sprake komende automaten zijn eindige
wiskundige objecten, al bezitten sommige soorten automaten het vermogen

om een onbegrensde hoeveelheid informatie te onthouden).
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Hoewel de eindige automaat een abstract wiskundig begrip is (zie defini-
tie 4.4.) laat het - in tegenstelling tot het begrip grammatica - ook
een min of meer concrete fysische interpretatie toe. Deze interpretatie
zal samen met enkele voorbeelden besproken worden, waarna de formele
definitie van eindige automaat en de daaruit af te leiden eigenschappen

volgen.

De fysische interpretatie van een eindige automaat bestaat uit een in-
voerband verdeeld in cellen, een leeskop, die van links naar rechts be-

weegt, en een programma:

o« o o invoerband

leeskop

programma

Aan deze automaat kan een woord ter analyse aangeboden worden door het
betreffende woord op de invoerband te schrijven (&én letter per cel en
opeenvolgende letters in opeenvolgende cellen). De uitvoering van het
analyseprogramma, waarin de eisen zijn vastgelegd waaraan een woord moet
voldoen om tot de gespecificeerde taal te behoren, dient te leiden tot
de acceptatie of de verwerping van het woord op de invoerband al naar

gelang dit woord aan de gestelde eisen voldoet.

Voorbeeld

Een deelprobleem bij de bouw van programmeertaal-vertalers is het her-
kennen van identifiers: een symboolrij is een identifier als het eerste
symbool een letter is en de resterende symbolen letters of cijfers zijn.
Het volgende stukje programma is een analyseprogramma voor de bepaling
of een gegeven woord behoort tot de taal die uit alle identifiers be-
staat. De procedure 1leessymbool(C) schuift de leeskop &&n cel naar
rechts en kent aan de variabele C de inhoud van de cel waarbij de lees-
kop staat, toe. De procedure letter(C) levert de waarheidswaarde true op
als C een van de letters a,...,z is, en de waarheidswaarde false in alle

andere gevallen; de procedure cijfer(C) levert de waarheidswaarde true
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op als C een van de cijfers 0,...,9 is en de waarheidswaarde false in

alle andere gevallen.

toestandO: leessymbool(C);
if letter(C) then goto toestandl
else goto toestand?2;

toestandl: leessymbool(C);
if letter(C) or cijfer(C) then goto toestandl
else goto toestand2;

toestand2:

Dit analyseprogramma is geen "net"” Pascal-programma. In de eerste plaats
wordt er veelvuldig gebruik gemaakt van goto opdrachten en in de tweede
plaats is het niet compleet: er dient een omringend programma geschreven
te worden dat een actie onderneemt zodra het te analyseren woord geac-
cepteerd of verworpen is, en dat zorg draagt voor het positioneren van
de leeskop en voor het stoppen van het analyseprogramma zodra het laat-
ste symbool op de invoerband gelezen is. Bovenstaand analyseprogramma
beschrijft echter de werking van de eindige automaat die geschikt is

voor het herkennen van identifiers. °

In de uitvoering van een analyseprogramma worden achtereenvolgens een
aantal acties ondernomen die afhangen van de van de invoerband gelezen
symbolen. Deze acties kunnen als toestandsveranderingen worden opgevat
bij deze eenvoudige deelprogramma's. E&n bepaalde toestand duidt de
begintoestand aan, en nul of meer toestanden duiden acceptatie van het

woord op de invoerband aan.

Voorbeeld

Beschouw nogmaals voorbeeld 4.1. Hierin zijn drie toestanden gedefini-

eerd waarbij een toestand correspondeert met een programma-label

toestand0 "Er is nog geen enkel symbool van de invoerband gelezen"

toestandl "De van de band gelezen symboolrij is een identifier”

toestand2 "De van de band gelezen symboolrij is geen identifier”
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Toestand0 is de begintoestand. Als het programma in toestandl is, als
alle invoer 1is gelezen, dient de symboolrij op de invoerband geaccep-
teerd te worden, en als het programma in een van de twee andere toestan-
den is, als alle invoer is gelezen, dient de symboolrij op de invoerband

verworpen te worden. Derhalve leidt alleen toestandl tot accepteren. @

Oefening

Schrijf een analyseprogramma voor de herkenning van de reals in Pascal
(Bijvoorbeeld -2.38E+21). Geef een verbale beschrijving van elke door u
gedefinieerde toestand en geef de begintoestand en de toestanden die tot

accepteren leiden aan.

Definitie: Een deterministische eindige automaat A 1is een vijftal
A = (Q,I,0,q;,F), met
( i) Q is een niet-lege eindige verzameling toestanden;
( 11) £ is een alfabet van invoersymbolen;
(iii) 0: Q x L » Q is de transitiefunctie;
( iv) q, € Q is de begintoestand;

( v) Fc Qis de verzameling van accepterende toestanden.

Definitie 4.4. geeft het formele model van de besproken deelprogramma's

aan. Met o(q,a) = q' wordt het volgende stukje programma weergegeven:

q: leessymbool(C);
if C = a then goto q';

Met een deterministische eindige automaat A = (Q,I,0,q(,F) wordt als
volgt een (gerichte, geétiketteerde) graaf G = (K,T) geassocieerd, die
het transitiediagram van A wordt genoemd. Als verzameling knopen wordt
de verzameling toestanden van A gekozen, zodat K = Q. Als verzameling
takken wordt de verzameling {(qi,qj) l 91,93 € Q en da €

[qj = G(qi,a)]} gekozen: als in A een toestandsverandering van toe-

stand qi naar toestand qj kan plaatsvinden onder het invoersymbool

a € I, is er in het transitiediagram van A een tak van qi paar qj

die het etiket a draagt. De begintoestand wordt in het transitiediagram
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aangegeven met een pijltje en de knopen die met een accepterende toe-

stand corresponderen, worden omcirkeld.

Voorbeeld

Zij A = ({qo,ql,qz,qa,qq}, {a,b}, G, qp» {qa}). De transitiefunctie o
wordt gegeven in onderstaande tabel:

X a b
Q
q9 q d
q; qy q7
q7 d3 qy
d3 q qy
qy qy qy

Oefening

Geef de formele beschrijving van en het transitiediagram behorende bi j

de automaat uit de voorbeelden 4.1. en 4.2.

Het gedrag van A = (Q,Z,%,q0,F) bestaat uit het herhaald toepassen van
de transitiefunctie o en het verplaatsen van de leeskop. Het zou moge-

lijk zijn de verplaatsingsrichting van de leeskop in o op te nemen; bij
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eindige automaten is dit echter overbodig, omdat afgesproken is dat de

leeskop telkens &&n plaats naar rechts gaat. Het gedrag van A wordt

wiskundig beschreven met het begrip configuratie.

Definitie:

Voorbeeld

Zij A = (Q,%,0,q;,F) een deterministische eindige automaat.
Een configuratie van A is een paar (q,w) € Q x Z*, waarmee
aangegeven wordt dat A in toestand q verkeert en w de reste-
rende invoer is. De leeskop staat dus bij het eerste symbool
van w. De verzameling van alle configuraties van A wordt

aangegeven met C(A).

Beschouw nogmaals de automaat uit voorbeeld 4.5. Bij de verwerking van

de symboolrij abaaba worden achtereenvolgens de volgende configuraties

doorlopen:

(qo,abaaba)
(ql,baaba)
(qz,aaba)
(q3,aba)
(q,,ba)
(q,,a)
(a3,M)

Definitie:

Zij A = (Q,%,0,q;,F) een deterministische eindige automaat.
Een stap is een overgang van configuratie c; € C(A) naar
configuratie c, € C(A), die door de transitiefunctie o is
toegestaan. Notatie: cle'cz, of clf“‘ cy als duidelijk is
om welke eindige automaat het gaat. Dus Vq,q'€Q Va ¢ %
Yw ¢ z* [(q,aw)l‘A_ (q',w) dan en slechts dan als q' =
c(q,a)]. (Vergelijk het verschil tussen o en |— met het ver-

schil tussen » en=p»voor grammatica's).
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4.10. Definitie: - het doen van nul stappen in een deterministische eindige

automaat A wordt genoteerd als }i:
c|.9—c' dan en slechts dan als ¢ = ¢'.

~ het doen van k, k > 1, stappen in A wordt genoteerd als
b
c |..k_ ¢' dan en slechts dan als er configuraties
C = ¢(,C],Cp,+++,Ck =Yc' bestaan, zodanig dat voor Vi,
0 <1i<k, geldt ci|—-ci+1.

- het doen van een willekeurig aantal maar tenminste &&n stap
in A wordt genoteerd als pt. :
cpt-c' dan en slechts dan als er een k, k > 1, is, zoda-
nig dat clﬁc'.

- het doen van een willekeurig aantal stappen in A wordt
genoteerd als ]i— :
c-c' dan en slechts dan als cjtc' of cpdc'.

In de literatuur wordt het herhaald toepassen van de transitiefunctie o
dikwi jls beschreven met behulp van de uitgebreide transitiefunctie 3,

die gedefinieerd is door

5: Q x T* > Q met
Yq € Q [6(q,\) = q]
Yq € Q, Ya € %, Vw € ¥ [5(q,aw) = 5(o(q,a),w)]

4.11. Oefeningen

(1) zij A = (Q,%,0,q;,F) een deterministische eindige automaat. Toon
A
aan: Yq € Q Vx,y € £* [5(q,xy) = 6(a(q,%x),y)]

(2) zij A = (Q,E,c,qO,F) een deterministische eindige automaat. Toon
aan: Vq,q' € QVw € z* [(q,w)]—*—(q',)\) dan en slechts dan als
8(q,w) = q'].

4.12. Definitie: Een woord w € I* wordt door de deterministische eindige

automaat A = (Q,Z,0,q;,F) geaccepteerd dan en slechts dan als

dq€F [(qo,W)]-’f—(q,x)]-
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De taal L(A) die door de deterministische eindige automaat

A = (Q,%Z,0,q),F) wordt geaccepteerd, is de verzameling
L(a) = {w [3q € F [(q0,w) F-(q,M)]}-

4.13. Voorbeeld

Z2ij A = (Q,Z,G,qO,F) een deterministische eindige automaat, waarin
Q= {qo,ql,qz}, L = {a,b}, F = {qo,ql} en de transitiefunctie o gedefi-

nieerd is door onderstaande tabel:

X a b
Q
q9 q9 q
9 a2 q)
q; q; q;

Bij A behoort het volgende transitiediagram:

Het woord aaabb € £* wordt door A geaccepteerd aangezien

(QQ.aaabb)f-'(QQ,aabb)F“(QQ,abb)F—'(qO,bb)F—-(ql,b)P—-(ql,X) en q; € F.

Hieruit volgt aaabb € L(A). Daarentegen wordt het woord abbab € *

niet door A geaccepteerd daar

(qo,abbab)f—-(qo,bbab)}—-(ql,bab)f—-(ql,ab) y—-(qz,b)l——(qz,K)

en q, £ F, zodat abbab ¢ L(A). °
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4.14. OQefeningen

(1) Beschouw nogmaals de automaat A uit voorbeeld 4.14. Ga na dat
L(A) = {albd | 1 > 0, j > O}.
(2) Zij A een deterministische eindige automaat behorend bij onderstaand

transitiediagram:

Bepaal L(A).
(3) Construeer een deterministische eindige automaat A = (Q,Z,0,q,,F)

zodanig dat L(A)=z*. Bepaal het minimale aantal toestanden voor A.

Zij éfDEA de klasse van talen die door deterministische eindige

automaten worden geaccepteerd.

4.15. Eigenschap

Loy -

Bewi js

zij A = (Q,L,0,q;,F) een deterministische eindige automaat. Definieer
een reguliere grammatica G, = (V,IZ,P,S) aldus: V = I U Q (zorg dat
Q n I =@, eventueel door het herbenoemen van elementen uit Q), S = qq
en P = {q > aq' | q,q' € Q, a € L en o(q,a) = q'} u {q+ 1A | qc¢€F}
Aangetoond wordt dat L(Gp) = L(A).

Er geldt
(*)Vp,q € QVw ¢ z* [(p,w)l-*—(q,k) dan en slechts dan als p=*>wq].
Toon dit zelf aan met inductie naar het aantal afleidingsstappen, res-

pectieveli jk het aantal rekenstappen.
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(1) Zij w € L(A) dan (qq,w) ki— (ag>N), qf € F, zodat volgens (%)
geldt q, :§:>wqf. Aangezien qf € F, 1is qf > A € P, zodat
*
dq ?A?wqf —"E—Z?w en w € L(Gp).

(2) Zij w € L(Gp) dan qoﬁ wqf"—G=A§ w. Aangezien

qf > A € P, is qf € F, zodat (qo,w)}f—(qf,x) en w € L(A).

Uit (1) en (2) volgt L(Gp) = L(A).
Einde bewi js

Voorbeeld

Beschouw nogmaals de automaat van voorbeeld 4.13. Toepassen van bovenge-
noemde constructie op deze automaat levert een grammatica G = (V,Z,P,S)
met I = {a,b}, V=Zu {qo,ql,qz}, S = qy terwijl P de volgende produk-

tieregels bevat.

1. qy > A 5. q; » bq1

2. qp » aqg 6. q; > aq,

3. q5 > bq, 7. q, » aq
2 2

Merk op dat men de regels 6, 7 en 8 kan weglaten zonder dat daardoor

L(G) verandert. °

Oefening

Zij A = (Q,Z,0,q),F) de deterministische eindige automaat bepaald door

het onderstaande transitiediagram:

Bepaal een type 3 grammatica G zodanig dat L(G) = L(A).
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In een deterministische eindige automaat A is er bij een gegeven toe-
stand q en een gegeven invoersymbool a precies &&n toestandsverandering
gedefinieerd: de transitiefunctie ¢ is immers een functie van QxI naar
Q. Een niet-deterministische eindige automaat wordt gedefinieerd door
bij een gegeven toestand q en een gegeven invoersymbool a een verzame-
ling van mogelijke toestandsveranderingen toe te staan; de transitie-
functie van een niet-deterministische eindige automaat is een functie

van Q x I naar P(Q), de verzameling van alle deelverzamelingen van Q.

Definitie: Een niet-deterministische eindige automaat A is een vijftal

A = (Q,%,0,Q,,F) met

( i) Q is een niet-lege eindige verzameling toestanden
( i1) ¥ is een alfabet van invoersymbolen

(iii) o: QxT > P(Q) is de transitiefunctie

( iv) Qp < Q is de verzameling begintoestanden

( v) Fc Q is de verzameling accepterende toestanden.

Evenals met elke deterministische eindige automaat wordt met elke niet-

ram geassocieerd.

Voorbeeld

Zij A = ({qo,ql,qz,q3,qq}, {a,b}, o, {ag>a3}, {q,}). De transitiefunctie
wordt gegeven in onderstaande tabel:

y
Q a b
qq {q0’q1} {qo}
q |9 {a2}
q2 {a,} {a,}
a3 | {a3} {a3,q4}
qy {a,} @

Bij deze niet-deterministische eindige automaat hoort het volgende tran-

sitiediagram:
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Het begrip configuratie (zie definitie 5.7.) is onveranderd van toepas-

sing op niet-deterministische automaten. Het begrip stap wordt voor

niet-deterministische automaten opnieuw gedefinieerd.

4.20. Definitie: Zij A = (Q,Z,G,QO,F) een niet-deterministische eindige auto-

4.21.

maat. Een stap is een overgang van een configuratie cy € C(A)
naar een configuratie c, € C(A), die door de transitiefunctie
0 1is toegestaan. Notatie: clljr Cos of clk—- c, als
duidelijk is om welke eindige automaat het gaat. Dus
Vq,q' € Q, Va € 5, Vw ¢ 2*[(q,aw)'7f(q',w) dan en slechts
dan als q' € c(q,a)].

De notaties ‘J_,I_E,F*_enl.i'_(zie definitie 4.10.) zijn ook van
toepassing op niet-deterministische automaten als men in definitie 4.10.
—1leest in de betekenis van definitie 4.20. in plaats van 4.9.

Definitie:

Een woord w € I* wordt door de niet-deterministische eindi-

ge automaat A = (Q,Z,G,QO,F) geaccepteerd dan en slechts dan

als 3q¢ € Qydq € F[(qq,w)F=(q,0)].

De taal L(A) die door de niet-deterministische eindige auto-
maat A wordt geaccepteerd, is de verzameling

- *x ;.
L(a) = {w 1 3q0 € qodq € Fl(qq,m = (g,

(,M) ]}
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4.22. Voorbeeld

Beschouw nogmaals de niet—deterministische eindige automaat
A = (Q,I,0,Qp,F) uit voorbeeld 4.19. Aangezien Q; n F = @ behoort het
woord A niet tot L(A). Het woord aaba wordt wel door A geaccepteerd. Er

bestaan voor dit woord twee berekeningen die tot accepteren leiden:

(1) (qg,aaba) & (q4,aba) = (q;,ba) k= (q5,a) b= (q,,})
(2) (qq4,aaba) - (q,,aba) = (q,,ba) k= (q3,2) - (q,,1)

Er bestaan ook berekeningen die onder de invoer aaba niet tot accepteren

leiden; bijvoorbeeld

(q¢,aaba) - (qj,aba) - (qq,ba) - (qg,a) = (g, A)

Desalniettemin wordt aaba door A geaccepteerd en geldt: aaba € L(A). Be-
schouw vervolgens het woord aa. Voor dit woord bestaan er vier bereke-

ningen, nameli jk

(1) (qp,aa) - (q;,a)

(2) (qp,aa) b (qp,a) - (qq,52)
(3) (qg,aa) = (qg,a) = (q1,))
(4) (q4,aa) b (q,,a) = (q,,2)

Geen enkele berekening voor aa leidt tot acceptatie, want de berekening
wordt of geblokkeerd (1) of eindigt in een toestand, die niet accepte-
rend is (2,3,4). Dus geldt aa ¢ L(A).

Ga na dat een berekening in een automaat correspondeert met een pad in

het bij die automaat behorende transitiediagram, en omgekeerd. °
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4.23. Oefening

Beschouw het spelletje uit de volgende figuur:

B N
*‘l .\'2
D

In de ingangen A en B kunnen knikkers geworpen worden. Met X], Xy en Xg
worden scharnieren aangeduid die in &é&n van twee toestanden verkeren en
die ervoor zorgen dat een knikker naar links of naar rechts valt. De
begintoestanden van deze scharnieren zijn in de figuur aangegeven. Als
langs een scharnier een knikker naar rechts (links) is gevallen, neemt
deze scharnier de andere toestand aan, zodat de volgende knikker langs
de scharnier naar links (rechts) valt. Een ingeworpen knikker verlaat
via uitgang C of via uitgang D het spel. Een reeks ingeworpen knikkers
wordt geaccepteerd als de laatst ingeworpen knikker het spel via uitgang
D verlaat. Ontwerp een niet-deterministische eindige automaat voor dit

spellet je.

In de eigenschappen 4.25. en 4.26. wordt aangetoond dat de klasse van
talen die door deterministische eindige automaten worden geaccepteerd
gelijk is aan de klasse van talen die door niet-deterministische eindige

automaten worden geaccepteerd.

4.24. Definitie: Als A] en A2 eindige automaten zijn, dat heten A] en A, equi-
valent als L(A,) = L(A,).
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4.25. Eigenschap

Bij elke deterministische eindige automaat kan een equivalente niet-

deterministische eindige automaat geconstrueerd worden.

Bewi js
Zij Ap = (Q,Z,o,qO,F) een deterministische eindige automaat. Constru-—
eer een niet-deterministische eindige automaat Ay = (Q,Z,GN,{qO},F),

waarin oy: Q X £ » P(Q) met
GN(q,a) = {G(q,a)} voor alle q € Q en alle a € I.

Toon aan dat L(Ap) = L(Ay).
Einde bewi js

4.26. Eigenschap

Bij elke niet-deterministische eindige automaat kan een equivalente

worden.

Bewi js
Zij AN = (Q,Z,0,Qy,F) een niet-deterministische eindige automaat.

Construeer een deterministische eindige automaat

Ap = (P(Q),%,0p,Qp,Fp), waarin op: P(Q) x % > P(Q) en Fp als
volgt worden gedefinieerd

op(X,a) = U {G(q,a) | q € X} voor alle X € P(Q) en alle a € I,
Fp = {X € P(Q) | X nF ¢ ¢}.

Aangetoond wordt dat L(Ap) = L(Ay).

Er geldt

xy Y v *rox *

(*) X,Y € P(Q)Vw € = [( ,W) FK—- (Y,\) dan en slechts dan
als Y = {q | 3Jp ¢ X[(P,W)}-iﬁ' (6,M1}]. Toon dit zelf aan met

inductie naar het aantal rekenstappen van Ay respectieveli jk Ap.
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(1) zij w € L(Ay). Dan ﬂpGQO Jq€F[ (p,w) kig‘ (q,A)]. Volgens
(*) volgt dan wuit (Qg,w) l-ﬁ; (Y,\) dat Y n F # @ =zodat
Y € Fp en w € L(Ap).

(2) zij w € L(Ap). Dan 3Y € Fp[(Q,y,w) pﬁs- (Y,\)]. Dan is
YNTF# P en is er dus een q € Y n F. Volgens (*) is er dan ook
een p € Q; zodanig dat (p,w)kﬁ; (q,\) zodat w € L(Ay)-

Uit (1) en (2) volgt L(Ay) = L(Ap).
Einde bewi js

4.27. Voorbeeld

Ay = (Q,Z,U,QQ,F) is de niet-deterministische eindige automaat met

onderstaand transitiediagram

In onderstaande tabel wordt ¢ weergegeven:

g a b
) {QOsQI} {qo}
q {QQ} ¢

P {a,} {a,}

Er wordt een met AN equivalente deterministische eindige automaat Ap
geconstrueerd: Ap = (P(Q), I, oD, {qo}: {{qQ:QI:qZ}! {QQ,QZ},
{ql’qz}’ {qz}}). De transitiefunctie op wordt in onderstaande tabel

weergegeven:
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op a b

) ) ]

{ao} {Qanl} {a,}
{ql} {qz} ¢

{a,} {a,} {a,}
{qo,ql} {qo,ql,qz} {qo}
{ag,a,} {ag,a1,95} | {ag,95}
{qlsq2} {qz} {q2}
{ag,9195} | {agsa1sa2} | {4092}

Het transitiediagram van Ap is:

Met Ap equivalente deterministische eindige automaten zijn bijvoor-

beeld

en ook




4.28.

4.29.

- 97 -

Oefening

Beschouw de niet-deterministische eindige automaat A met onderstaand

transitiediagram.

Construeer een met A equivalente deterministische eindige automaat vol-

gens de constructie uit het bewijs van eigenschap 4.26.

Als Ay = (Q,Z,G,QO,F) een niet-deterministische eindige automaat is,
resulteert de constructie uit het bewijs van eigenschap 4.27. in een
deterministische eindige automaat met card(P(Q)) toestanden. Vaak is het
mogelijk met A equivalente deterministische eindige automaten te con-
strueren met veel minder dan card(P(Q)) toestanden, zoals in voorbeeld
4.27. is gedaan. In voorbeeld 4.29. wordt aangetoond dat dit niet altijd
mogeli jk is.

Voorbeeld

Voor elk natuurlijk getal n bestaat er een taal Lj c {a,b}*, zodanig
dat er een niet-deterministische eindige automaat Ay met ntl toestan-—
den bestaat die L, accepteert en dat elke deterministische eindige

automaat die L, accepteert tenminste 20 toestanden heeft.

Definieer L, = {wav | w,v € {a,b}* en |av| = n}. De niet-determinis-
tische eindige automaat Ay met onderstaand transitiediagram heeft n+l

toestanden en accepteert Ly:

Zij Ap = (Q,{a,b},d,qo,F) een deterministische eindige automaat die

Ln accepteert. Dan heeft Ap tenminste 20 toestanden immers:
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Zij vy, en v, willekeurige woorden uit {a,b}* zodanig dat v, # vy, en
|vi] = |v3] = n. Dan is er een woord u zodanig dat viu € L en v,u ¢ L.

Immers als v, # vy, dan zijn er woorden w;, w, en w) uit {a,b}*

zodanig dat v; = w;aw, en v, = w;bw) (eventueel na herbenoemen van v;
en Vv,). Dus Vv]; en Vv, kunnen zodanig worden uitgebreid met een
u € {a,b}* dat |aw,u| = |bwju| = n. Volgens de definitie van L geldt

dan vyu € L en v,u g L.

Stel nu dat (qo,vl) }f- (q;5\) en (qq,v3) Ff_.(qz,K) en q; = q,. Dan
geldt (qo,vlu)ki-(ql,u)lz—(q,x) voor zekere q € F, en

(qg,vou) P (qp,u) = (q;,u) P~ (q',\). Omdat Ap deterministisch is,
geldt q' = q, zodat vju € L dan en slechts dan als v,u € L. Dit is in

tegenspraak met vyu € L en vyu ¢ L.

Het aantal toestanden van Ap is derhalve groter dan of gelijk aan het
aantal verschillende woorden over {a,b} ter lengte n, dat wil zeggen
card(Q) > 2n.

°
Eigenschap

Ly c Ly -

Bewi js

Zij G = (V,z,P,S) een type 3 grammatica. Construeer eerst een niet-de-

terministische eindige automaat A = (Q,Z,0,Q,,F), waarin

Q =VAZ
Q = {s}
F ={A] A€vV\IenA> € P}

o(A,a) = {B | A > aB € P} voor alle A € Q en alle a € &.
Aangetoond wordt dat L(A) = L(G).

Er geldt
(*) VA,B € v\zNwe $*[A X5uB dan en slechts dan als (A,w) P (B,M)].

Toon dit zelf aan met inductie naar het aantal afleidingsstappen, res-

pectievelijk rekenstappen.
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(1) Zij w € L(G). Dan 3B € VN\I[S Z>wB=pw] en B » A € P. Dan geldt
volgens (*) dat (S,w)}i-(B,x) en B € F, zodat w € L(A).

(2) zij w € L(A). Dan 3B € F[(S,w) P~ (B,A)]. Uit (*) en uit het feit
dat B > A € P, volgt Sépr =w, zodat w € L(G).

Uit (1) en (2) volgt L(A) = L(G). Met behulp van 4.26. volgt tenslotte

de bewering.

Einde bewijs

Uit de eigenschappen 4.15. en 4.30. volgt ;3 =iDEA'

Oefeningen

(1) zij 6 = ({s,A,a,b}, {a,b}, P, S) waarin P = {S » bS, S > aA, S > A,
A > bS, A ~» k}. Construeer een deterministische eindige automaat A,
zodanig dat L(A) = L(G).

(2) Ontwerp een deterministische eindige automaat die de taal
L={we{abl*|w-= w babw,, W ,w, € {a,b}*} accepteert.

(3) Zij A een eindige automaat met n toestanden. Toon aan dat L(A) dan

en alleen dan niet leeg is als A een woord w met |w| < n accepteert.

Dit hoofdstuk wordt besloten met de behandeling van het begrip transi-
tiesysteem. Een transitiesysteem kan gezien worden als een eindige auto-
maat waarin het mogelijk is in plaats van telkens &én symbool van de
invoerband te lezen en te verwerken, symboolrijen te lezen en te verwer-

ken.

Definitie: Een transitiesysteem A is een vijftal A = (Q,Z,01,Q(,F)
waarin Q, I, Qy en F als bij een niet-deterministische eindi-
ge automaat gedefinieerd zijn en de transitiefunctie o een
functie van een eindige deelverzameling van Q x * npaar

P(A) is.

Evenals met elke deterministische en elke niet-deterministische eindige
automaat wordt met elk transitiesysteem een transitiediagram geassoci-
eerd. Elke tak in dit transitiediagram draagt als etiket een woord over

het alfabet T.
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4.33. Voorbeeld

Zij A = ({qo,ql,qz}, {a,b}, oT>» {qo}, {qz}). De transitiefunctie or

wordt gegeven in onderstaande tabel:

or(qg,a) = {ag}
or(qq,ba) = {q;}
or(qy,b) = {q1}
or(q,ab) = {qy}
GT(ql,X) = {Q1}
or(az,a) = {q,}

Bij A hoort het volgende transitiediagram:

ba

Het begrip configuratie (zie definitie 4.7.) is onveranderd van toepas—
sing op transitiesystemen. Het begrip stap wordt voor transitiesystemen

opnieuw gedefinieerd.

4.34. Definitie: Zij A = (Q,Z,0T,Q(,F) een transitiesysteem. Een stap is een
overgang van een configuratie c; € C(A) naar een configuratie
c, € C(A), die door de transitiefunctie o 1is toegestaan.
Notatie: chK'cz, of CIF—-CZ als duidelijk is om welk tran-
sitiesysteem het gaat. Dus Vq,q' € QVv,w € ¥
[(q,VW)FK‘(q',w) dan en slechts dan als q' € OT(q,v)].

Uitgaande van definitie 4.34. zijn de notaties|_0_, }.B_,l_*_ en I.;"_

(zie definitie 4.10.) ook van toepassing op transitiesystemen.

4.35. Definitie: Een woord w € I* yordt door een transitiesysteem

A = (Q,Z,GT,QO,F) geaccepteerd dan en slechts dan als
Jqo € QpIq € F[(qq,wIF-(q,1)].
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De taal L(A) die door het transitiesysteem A wordt geaccep-

teerd, is de verzameling L(A) = {w | Jq, € Qydq € F
*
[(qO’w) }—(q,k)]}-
4.36. Voorbeeld
Beschouw het transitiesysteem A = (Q,Z,OT,QO,F) met onderstaand tran—
sitiediagram:
9o
o = {agay!
b by abaa A F = {q3}

A
s &

Het woord ababaa wordt door A geaccepteerd. Er bestaan oneindig veel
berekeningen die tot acceptatie van dit woord leiden. Drie mogeli jke

berekeningen zijn:

(1) (qy,ababaa) {— (q,,babaa)|— (q,,abaa) |— (q3, 1),

(2) (qo,ababaa) k—(qo,babaa)f—-(qz,abaa)|-—(q1,abaa)k— (q3,abaa) |—
(q,,abaa) |—(q3,1).

(3) (qq,ababaa) k—(qo,babaa)|——(ql,abaa)|——(q3,abaa)F—-(q2,abaa) o
(q3,2)- o

Aangezien elke niet-deterministische eindige automaat een transitiesy-
steem 1is, is éf3 bevat in de klasse van talen die door transitiesystemen
geaccepteerd worden. In de volgende eigenschap komt tot uitdrukking dat

transitiesystemen niet "machtiger” zijn dan eindige automaten.
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4.37. Eigenschap

De klasse van talen die door transitiesystemen geaccepteerd worden, is

gelijk aan 23 .

Toon de eigenschap zelf aan (Aanwijzing: breid de constructie uit het
bewijs van eigenschap 4.15. uit voor rechts-lineaire grammatica's en
transitiesystemen en breid op analoge wijze de constructie uit het be-

wijs van eigenschap 4.30. uit).

4.38. Oefening

Construeer een transitiesysteem A zodanig dat L(A) = L(G), waarin
G = ({s,A,B,a,b}, {a,b}, P, S) waarin P = {S > abS, S » abA, A > B,
B > baB, B > ba}. Beschrijf L(A).
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REGULIERE EXPRESSIES

In de vorige twee hoofdstukken werden verschillende geli jkwaardige defi-
nities van de klasse &% van reguliere talen gegeven, namelijk in termen
van type 3 grammatica's, linkslineaire grammatica's, rechtslineaire
grammatica's, deterministische eindige automaten, niet-deterministische

eindige automaten en transitiesystemen. Dit hoofdstuk is gewijd aan de

karakterisering van.é% door middel van zogenaamde reguliere expressies.
Daartoe wordt er eerst enige aandacht aan een aantal operaties op talen

besteed.

Definitie: Zij L, c I} en L, c Ij. De vereniging L, u L, van L,

en L, is de taal over I, v Z, gedefinieerd door:
LyuLl,={x| xeL of x€L,},

en de concatenatie LIL2 van L1 en L2 is de taal over 21 V] 22

gedefinieerd door
LiL, = {x;%, | x; € L) en x, ¢ Lz}'

Deze definitie is in het bijzonder van toepassing op het geval 21 = I,,
waartoe dit hoofdstuk zich beperkt. In hoofdstuk 1 werd opgemerkt dat
voor elk alfabet I, £* een monoIde is met concatenatie (van woorden)
als operatie en het lege woord A als neutraal element. Evenzo is het

eenvoudig om aan te tonen dat de machtsverzameling P(Z*) van ¥

(1) een monoIde vormt met vereniging als operatie en de lege verzameling
@ als neutraal element (Bovendien is deze monoIde commutatief,

d.w.z. dat L) v L, = L, u L} voor alle L, en L, uit P(Z*));

(2) een monoIde vormt met concatenatie van talen als operatie, {A} als
neutraal element en @ als nulelement (want {A}L = L{A} = L en res-

pectievelijk @L = L§ = @ gelden voor alle L in P(I¥*));

(3) de eigenschap bezit dat voor alle L}, L2 en L3 uit P(Z*) geldt
dat L (L_, L)) =LL_ yL,L,
1 < ) 1 ¢ - & 9

en (L! v L2)L3 = L1L3 y L2L3.
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Een structuur bestaande uit twee op deze wijze gekoppelde monoiden waar-
van de eerste commutatief is, wordt een halfring genoemd. De tweede hier

genoemde monoide is niet commutatief, zoals blijkt uit het volgende

Voorbeeld

zij £ = {a,b} en L; = {a™Ma® | n > 0}, L, = {al | 1 > 0}. Dan
geldt Ly,L, € P(Z¥), terwijl

Lle = {anbnan+i l n,i > o} = {anbnak | 0 < n < k} , en
L2L 1 = {an+ibnan | n, i > O} = {akbnan I 0 £ n < k} ,
zodat L)L, # LyL;. °

Definitie: Zij T een alfabet en L een taal over I.
De O-iteratie van L, notatie LO, wordt gedefinieerd door
L0 = {A}.
Voor elke k > 1, wordt de k-iteratie van L, notatie Lk,
gedefinieerd door LK = Lk-1lp.
De iteratie van L, notatie L*, wordt gedefinieerd door

= U i

i>0
De A-vrije iteratie van L, notatie L*, wordt gedefinieerd
door Lt = Li.

il

Voorbeeld

*
Als L, = {tab)™ | n » 1}, dan is L: =L enl = {(ab)™ | n > 0}. Voor

# D,onon,n n
de taal L ={anbn | n>1} is L2={a 1b 1a 2b 2..a kbnk | k»0; n

9 31, 1<i<k}.

i

Voorts is ¢+ = @, ¢* = {A} en L* = L+ u {A} voor alle L. °



5.5.

5.6.

5.7.

- 105 -

Oefening

Ga na dat voor elke taal L geldt dat Lt = L* dan en slechts dan als
A€ L.

De volgende twee definities (5.6. en 5.9.) spelen de hoofdrol in de

theorie van de reguliere expressies.

Definitie: Zij I een alfabet dat de symbolen ), (, A, #, + en *

niet

bevat. De verzameling Ry van alle reguliere expressies over

I is als volgt gedefinieerd:

(1) 8,A € Ry en voor alle a € L geldt: a € Ry;

(2) als a,B € Ry, dan ook (at+B), (aB), a* € Ry;

(3) een symboolrij is alleen dan een reguliere expressie over
Z als hij gevormd kan worden door (1) en (2) een eindig

aantal malen toe te passen.

Voorbeeld

zij £ = {a,b}. Dan zijn @, A, a, b*, (ba) en (((a+b)*(ba))*(aa))
reguliere expressies over I, maar de symboolrijen ab), a+*b en )A*b
behoren niet tot Ry. De verzameling Ry kan worden voortgebracht door
de context-vrije grammatica G = (V,A,P,5) met A = I u {),(,A,d,+,*},
V={s} uaen P ={s > (5+5), S > (SS), S » S* S >0, s >4} v
{S >a|ac¢ Z}. Ga na dat L(G) = Ry. °

Evenals bij rekenkundige expressies en formules in de logica beschouwt
men ook voor reguliere expressies naast de formele schrijfwijze (zoals
vastgelegd in definitie 5.6.) een minder formele, waarin men door aan
operaties een prioriteit toe te kennen, het totaal aantal haakjes in de
expressies in vele gevallen terugdringt, terwijl men ook het buitenste
paar haakjes weglaat. Zo krijgt * de hoogste prioriteit, dan het aan-
eenschrijven en tenslotte +. Dus schrijft men otB in plaats van (a+B)
maar niet ap* in plaats van (GB)*, want 9B* wordt geinterpreteerd

als (ap¥).
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5.8. Voorbeeld

De in voorbeeld 5.7. genoemde reguliere expressies over {a,b} schri jft
men kortheidshalve respectievelijk als @, A, a, b*, ba en

((a+b)*ba)*aa. Evenzo schrijft men a+ba® in plaats van
(a+(b(a®))). .

Reguliere expressies over I worden ingevoerd om reguliere talen over I
te karakteriseren (zie eigenschap 5.18. hierbeneden). Daartoe wordt aan

iedere reguliere expressie a over I een taal over I toegevoegd.

5.9. Definitie: Aan reguliere expressies over ¥ wordt een betekenis toegekend
door de functie p: Ry > P(Z*), die inductief gedefinieerd

is door

(1) p(@) = &, p(Ar) {k} en voor alle a € T geldt p(a) = {a};
(2) voor alle a en B in Ry geldt, p(oatB) = p(a) U p(B);

(3) voor alle a en B in Ry geldt, p(aB) = p(a)p(B);

(4) voor alle a in Ry geldt, p(a*) = (p(a))*.

5.10. Voorbeeld

Voor de in voorbeeld 5.8. genoemde reguliere expressies over {a,b} geldt

respectieveli jk

p(#) = 0, p(a) = (A}, pCa) = {a}, p(®*) = {b}* = {p0 | n > 0O},

p(((a+b)*ba)*aa) = {xlbaxzba...xnbaaa | n > 1l; =x§ € {a,b}*,
1 <i < n} v {aa}, ‘
p(a+ba*) = {a} u {bam | n > 0}. o

5.11. Definitie: Twee reguliere expressies o en B over I zijn gelijkwaardig
(Eng.: "equivalent"), notatie a = B, als en alleen als

p(a) = p(B).
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Het spreekt vanzelf, dat als twee reguliere expressies a en B identiek
zijn, dat dan ook a = B geldt. Omgekeerd is het echter zeer wel moge-
lijk, dat twee verschillende expressies gelijkwaardig zijn. Beschouw,
als zeer eenvoudig voorbeeld: a = aa* en B = a*a. Dan geldt p(a) =

p(B) = {a" | n > 1}, dus @ = B terwijl a # B.

5.12. Qefening

Toon aan dat de relatie = een equivalentie-relatie over Ry is, dat wil

zeggen: toon aan dat = reflexief, transitief en symmetrisch is.

5.13. Eigenschap

Voor alle reguliere expressies a, B, y over I gelden de volgende geli jk-

waardigheden:

(1) a+B=B+a (9) ¢* = A

(2) (atB) + v = a + (B+yY) (10) (aB)y = a(By)
(3) a(B+y) = af + ay (1)) a+ a = a

(4) (a+B)Y = ay + By (12) aff = Pa = @
(5) aA = Aax = a (13) aa* = a*a

(6) a* = A + aa® (14) A* = 5

(7) a+ 0 =« (15) (a*)* = o*

(8) (a+B)* = (a*+8*)* = (a*g*)*

Bewi js
( 3) pCa(pty))

p(a)(p(B) v p(y))

fxy | x € p(@); y € p(B) U p(M)} =

{xy | x € p(a); y € p(B) of y € p(y)} =

{xy | x € p(@); y e p(®} u {xy | x € p(a); y € p(y)} =
p(a)p(B) u p(a)p(y) = p(ap + ay); dus a(B+y) = apf + ay.
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(p(a*N* = ((pa))™®* =
{x)%ye.exp | n > 0; x4 € (p(a))*, 1 < i <n} =

(15) p((a®)*®)

{xll...x1n1x21...x2n2...xnl...xnnn | n >0, n, >0

voor 1 < i < n; X4 5 € p(a)} =
* *
{yl...ym | m > 0; vy € p(a), 1<i<m} = (p(a)) = p(a ).

*
a .

Dus (a*)*

De overige bewijzen worden ter oefening aan de lezer overgelaten.

Einde bewijs

Met behulp van eigenschap 5.13. kan men vaak reguliere expressies her-

schrijven tot eenvoudiger gelijkwaardige expressies; bijvoorbeeld

(a*p*)*a* = (8)
(atb)*a* = (6)
(a+b)*(At+aa*) = (3)
(atb)*A + (atb)*aa* = (5)

(a+b)* + (a+b)*aa*

Nu 1is p((a+b)*aa*) c {a,b}* en p((a+b)*) = {a,b}*, zodat
(a*b*)*a* = (a+b)*.

De rest van dit hoofdstuk is gewijd aan het bewijs, dat de klasse van
talen, die met reguliere expressies kunnen worden gedefinieerd, samen-
valt met é(3. In hoofdstuk 1 werd al, vooruitlopend op dit feit, opge-
merkt, dat een type 3 taal of grammatica ook wel een reguliere taal
respectievelijk grammatica genoemd wordt. Zoals gebruikelijk verloopt

het bewijs in twee stappen:

5.14. Eigenschap

Voor elk alfabet I en voor elke reguliere expressie a geldt, dat

p(a) € “3'
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Bewijs 1:

Met inductie naar de opbouw van a wordt aangetoond dat er een rechtsli-

neaire grammatica G, bestaat met L(G,) = p(a).

Initialisatiestap: |a] = 1. Dus
of @ = #; beschouw Gg = (V,%,{s » s},S);

r"

dan is L{Gg) = ¢ = p(a).
; beschouw Gy = (V,z,{S + A},S);
dan is L(Gp) = {A} = p(n).
of a = a; voor &é&n of andere a in I; beschouw Gy = (V,E,{S > a},S);
dan is L(G,) = {a} = p(a).

In bovengenoemde grammatica's is steeds V = T u {S}-

(]
>

of «a

Inductieveronderstelling: Stel dat voor alle reguliere expressies a over

L met |a|] < m (m > 1) er een rechtslineaire grammatica Gy bestaat met

L(Gg) = p(a).

Inductiestap: Zij B een reguliere expressie over £ met |B| > m, terwijl

voor elk deelwoord x van B geldt: als x # B en x € Ry, dan |x| < m.

Dan bezit B &én van de volgende drie vormen:
(1) B =0a; + ay; (2) B = ajay; (3) B = a’f,

waarin a3 € Ry met |aj| < m (i=1,2). Volgens de inductieveronder-
stelling ©bestaan er rechtslineaire grammatica's Gi=(Vi,Z,P{,S4)
met L(Gj) = p(ay), i = 1,2. Zonder verlies van algemeenheid mag men
aannemen, dat (vl\z) n (VZ\Z) = @. In alle bovengenoemde gevallen zal

aangetoond worden dat er een rechtslineaire grammatica GB bestaat met

L(6g) = p(B)-

Ad (1): Definieer een grammatica Gg = (V,2,P,S) met V =V, u Vo u {S},
S is een nieuw hulpsymbool, P = PyuPyu {S > S5;, S > 52}' Dan
is L(GB) = L(Gy) v L(Gy) = p(a;) u play) = p(B) (Ga dit na).

Ad (2): Definieer een grammatica GB = (V,I,P,S)) met V = Vi U Vy en
Pp=1{a>E8 | aA~>cEc Py en £ ¢ 2%l u{a>Es, | A>c¢Ece¢ P,
en & € I*} U P,. Dan is L(GE) = L(6)L(Gy = pla)play) =
p(B) (Toon dit aan).
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Ad (3): Definieer een grammatica Gg = (V,I,P,S) met V =V, u {S}, S is
een nieuw hulpsymbool, en P = {S + A, S > Sl} u {A + £ |
A>E€pP ent ¢I*ufas>es | A>geP eng el
Nu is L(Gg) = (L(G;N* = (p(ayN* = o(B) (Bewijs dit).

Hiermee is het bewijs door middel van inductie naar de opbouw van de
reguliere expressie o voltooid en mag worden geconcludeerd, dat voor

elke reguliere expressie o geldt p(a) € &’5 (zie eigenschap 3.6.).

Bewijs 2:

In plaats van rechtslineaire grammatica's worden in dit alternatieve
bewijs de in hoofdstuk 4 behandelde transitiesystemen gebruikt. Ook dit
bewijs verloopt met inductie naar de opbouw van de reguliere expressie a

en heeft dus dezelfde globale structuur als het vorige bewi js.

Initialisatiestap: |a| = l. Dus

of a = @#; beschouw Ag = ({qo,f}, L, or, {qo}, {f}) waarin geldt
or(q,x) = @ voor alle q € {qo,f} en alle x € I*. Dan
geldt L(Ag) = @ = p(a)

of a = A; beschouw Ap = ({qo,f}, L, o7, {qO}’ {f}) waarin or

alleen ongelijk @ is voor (q(,A): namelijk or(qg,A) = {£}-
Dan is L(Ap) = {A} = p(A).

of o = a; voor & n of andere a in I; beschouw A, die alleen van Ajp
verschilt in de definitie van or, nl. or(qy,a) = {f} Dan
geldt: L(Ay) = {a} = p(a).

Inductieveronderstelling: Stel dat voor alle reguliere expressies a over

Z met |a] < m (m > 1) geldt dat er transitiesystemen A, bestaan met
L(AQ) = 9(0-)-

Inductiestap: Zij B een reguliere expressie over I met |B| > m, terwijl

voor elk deelwoord x van B geldt: als x # B en x € Ry, dan [xl < m.

Dan bezit B &é&n van de volgende drie vormen:
(1) B =% 40 (2) B=o0ja;  (3) 8= of,

waarin oy € Ry met |aj] < m (i = 1,2). Volgens de inductieveron-

derstelling bestaan er transitiesystemen



- 111 -

Ay = (Qi’Z’GTi’QOi’Fi) met L(Ai) = p(ai)) i = 1,2,
Zonder verlies van algemeenheid mag men aannemen dat Q; NQy = $. Voor
de gevallen (1), (2) en (3) zal worden aangetoond, dat er een transitie-

systeem AB bestaat met L(AB) = p(B).

Ad (1): Definieer een transitiesysteem Ag = (Q,Z,GT,{qO},{f}) met
Q=Q, uQyu {qo,f}, qg en f zijn nieuwe toestanden, terwijl

or(qg,A) = Qp; U Qq»p

or(q,w) = GTl(q,w) voor alle q € Q; en alle w € halt
or(q,w) = oTz(q,w) voor alle q € Q, en alle w € ™,
or(q,\)

{f} voor alle q € F; U F,.

Dan is L(Ag) = L(A;) U L(A,)

na).

P(al) u P(az) = p(B) (Ga dit

Ad (2): Definieer een transitiesysteem Ag = (Q,Z,071,Q91,F,) met
Q=Q1 UQZen

or(q,w) = op;(q,w) voor alle q € Q; en alle w € =,
or(q,w) = OTZ(q’w) voor alle q € Q, en alle w € Z*,
or(q,A) = Qg, voor alle q € F,.-

Dan is L(AB)'= L(A;)L(Ay) = p(a;)p(ay) = p(B) (Toon dit ain).

Ad (3): Definieer een transitiesysteem Ag = (Q,Z,or,{qo},{f}) met
Q=Q;u {qo,f}, qy en f zijn nieuwe toestanden, terwijl

or(qg,\) = Qgy U {£}
or(q,w) = GTl(q,w) voor alle q € Q; en alle w € Z*,
or(q,M) Qg; U {£f} voor alle q € F.

Dan geldt L(Ag) = (L(A;)* = (p(a;))* = o(B).

De inductie is hiermee voltooid. Daar transitiesystemen reguliere talen
accepteren (eigenschap 4.37.) mag worden geconcludeerd, dat voor elke
@ € Ry geldt: p(a) € <Z;.

Einde bewijzen
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De constructies in deze bewijzen kunnen gebruikt worden om voor een
reguliere expressie o een rechtslineaire grammatica G, of een transi-
tiesysteem A, te construeren met p(a) = L(G,) = L(Ay). Met de
constructies uit de hoofdstukken 3 en 4 kunnen Gy of A, dan verder
gemodificeerd worden tot een type 3 grammatica en, respectievelijk, een

eindige automaat voor p(a), indien dat gewenst wordt.

Voorbeeld

Beschouw de reguliere expressie a = a + ba*. Deze expressie is te
schrijven als a = o} + az“; met o = a3 = a en q, = b. Toepassen van
de constructie levert in eerste instantie (initialisatiestap):

Gi = (vi,L,{Sy *+ o0i},54) met I = {a,b}, vi = L u {si},
0, = 03 = a en o, = b. Een grammatica voor o, = ag volgt uit G; met
behulp van (3) in de inductiestap: G,= (V,,I,P,,S,) met S, is een nieuw
hulpsymbool, V, = V5 u {S,}, P, = {S, * A, S, * S3, S3 + aS,}; L(G,) =
p(ag) = {a" | n > O}.

Vervolgens wordt Gg = (Vg,I,P5,Sg) met (2) uit de inductiestap gecon-—
strueerd uitgaande van G, en G,: Vg =V, v V,, Sg = 8§,, Pg = {52 + bS,,
Sy * A\, S, * S3, S3 * aS,}; L(Gg) = p(apa3) = {ba® | n > 0}.

Tenslotte wordt met (1) uit de inductiestap een rechtslineaire grammati-
ca 6 = (V,IZ,P,S) voor p(a) gevonden uitgaande van G; en Gg:
V=V, uvVgu {S}, S is een nieuw hulpsymbool, P = {S * 81, 8; * 8y,
S, > a, S, » bS,, S, » A, S, + S3, S3 > aS,} en L(G) = p(a) = {a} v
{ban | n > o0}.

Op soortgelijke wijze kan men met behulp van het tweede bewijs van ei-
genschap 5.l4. een transitiesysteem verkrijgen, dat p(a) accepteert:
achtereenvolgens levert dit de volgende transitiesystemen op, die elk

door hun transitiediagram worden weergegeven.

Aj (1 =1,2,3): 91 =03 = a;
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L(A,) = p(a3) =

A
\ ,

q - M= p(a) =

01 {a} u {pan | n > 0}

5.16. Eigenschap

Voor elke taal L S.Z* in,é(3 bestaat er een reguliere expressie o over

%, zodanig dat p(a) = L.

Bewi js

Als L E_Z* een type 3 taal is, dan bestaat er volgens eigenschap 4.15.
een deterministische eindige automaat A = (Q,Z,c,qo,F), die L accep-
teert. Neem aan dat Q = {qo,ql,...,qn}. Definieer nu voor alle i en j
(0 <i,j < n) en alle k (0 < k < ntl) de verzameling

* * *
R:j ={xez | (qi,x)}—-(qj,k) en als voor een of andere y € %

(91,%) 2~ (qm,y) dan geldt: m < k, of y = A en

m=j, of y=xenm-= i}.

Informeel betekent dit, dat Ri. de
J
over I 1s, die A vanuit toestand qi overvoeren naar toestand q3j

verzameling van die woorden

zonder onderweg een toestand qp te bezoeken met m > k. In het bijzon-



- 114 -

der betekent dit, dat als k = ntl, alle toestanden onderweg bezocht

mogen worden, zodat

+1 * * wHl
jo ={xezx | (qi,x)f—-(qj, A}, en L(A) = u {ROj | q € F}.

Eerst zal nu worden aangetoond, dat er voor elke verzameling

REj een reguliere expressie a?j over I bestaat zoda-
nig, dat p(ai,) = RK . Met behulp van dit resultaat
J 1]

wordt dan bewezen dat er een reguliere expressie a over I bestaat met
p(a) = L(A).

Het bewijs van de eerstgenoemde bewering verloopt met inductie naar k.

Initialisatiestap: k = 0. Uit de definitie van R?_ volgt
J

Ro. = {a €1 | o(qi,a) = Qj} (0] {K} als i = j, en
R - {a € 2| o(qs,a) = qj} als i # j.
ij

a?j =a; + ... +ag+A als i = j, en
ab. =a; + ... + ag als i # j,
ij
vooropgesteld dat Rg_ n ¥ = {al,...,as} voor een of andere
J
s » 0. In beide gevallen is het evident, dat p(al ) = Rg .
ij 3

Inductieveronderstelling: Neem aan dat voor alle k < p (p > 0) en voor
alle i en- j ( O < 1i,j < n) er reguliere expressies agj bestaan
zodanig dat p(ak ) = RK .

ij ij

+1
Inductiestap: De verzameling Rf

king

voldoet aan de betrek-

ptl _ op P (P \*oP
RE." =R, U R, (R RY ..
ij ij ip( pp) PJ

Deze gelijkheid stelt, dat A toestand qj vanuit qj kan bereiken

zonder een toestand qp met m > p+l te bezoeken door
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of q3 vanuit qj te bereiken zonder een toestand qp met m > p te
bezoeken,

of (1) vanuit q4 naar qp te gaan, dan (2) bij herhaling uit qp te
vertrekken en weer naar qp terug te keren, en (3) tenslotte vanuit
qp de toestand qj te bereiken; dit alles onder de veronderstel-
ling, dat in geen van de stappen (1), (2) en (3) een toestand qp

met m » p bezocht wordt.

Volgens de inductieveronderstelling bestaan er dan reguliere expressies

“ij’ a?p, “gp en agj over I zodanig dat

Py _ P P\ _ P Py -
p(aij) = Riyp p(aip) =R; , p(app) =R

P P p
en = R°,. Dan geldt ook
1p pla’.) D g

PP Pj

ptl
ij

+ * 1
RP 1. p(agj) v p(aip)(p(agp)) p(agj). Dus Rp+ = p(a., ) waarin de ge-

1 ij

P

gezochte expressie ay

glgedefinieerd wordt door

ptl_ p P, P \*p
a,. =oa;,. +a; (a A .o
ij 1j ip pp) P

Hiermee is de inductie voltooid. Rest nu nog de constructie van de regu-

liere expressie a: indien

ntl
03

voldoet aan p(a) = L(A).

F = {qj beeesd; } dan volgt uit L(A) =u {R
1 t

n+l n+1

Ojl + .0 + aoj

[ qy ¢ F} dat de regulie-

re expressie a = a
t

Einde bewi js

Voorbeeld

Gegeven is de deterministische eindige automaat A = ({qo,ql,qz}, {a,b},
o> 9qs {ql}) waarvan de transitiefunctie o luidt:

o(q453) = q; o(q;,a) = q;; o(qy,a) = qy;

9(qq,b) = q1; o(q;,b)

975 0(Q2:b) = qq-

Aan de hand van het bewijs van eigenschap 5.16. gaan we een reguliere

expressie voor L(A) construeren:
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3 3 2 2

L(a) =u {R.. | € {q;}} =R}, = Ry, U R (R2 )*R (1)
0j ' 935 01 o1 Y “o2't227 Tare

terwijl voor de vier hierin voorkomende verzamelingen geldt:

R = R,
R, = R},
R, = R},
R3] = R}

u R RID*RE
*
u R§ (R} RE (2)
u Ry (R})D*RY,
*
u R} (RE)D*RE

In de rechterleden komen in totaal zes verzamelingen voor, waarvoor

geldt:

1 _ R0
Ro1 = Roy
R
R1; = R])
1 - =0
Rgo = Rpo
1 - 0
Rip = R])
1 - 0
R72 = Ry

1 -
R} = R}
Voor de

vinden we

R§((RYo)*RY;
R9o(R§) R,
R§o(RYo)*RY, (3)
Ry (R§0)*RY,
RYo(R§)*RY,
RYo(R§o) R,

CcC C€C Cc cCc c cC

negen in de rechterleden voorkomende verzamelingen R9.

1]
met behulp van de initialisatiestap uit het bewijs de volgende

reguliere expressies:
0 _ = =
agg = oy =ady =a+n
0 = = ~0. =
agy = af, = o3, =
0 _ = =
alg = a3 =af, = ¢
Met (3), en vereenvoudigen tot gelijkwaardige reguliere expressies le-
vert dit
af; = b+ (a+ A)(a+ M)* = a*p
al, =(a+n) +d@a+D*p=a+n
af, =@ + (a+ A)(a+ N)*0 = ¢
al, = b+ da+ N* =D
afy = (a+ A) + bla+ M* = a+ A

aj; = ¢ +

b(a + M)*b = ba*b
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2
ij

Uit (2) en de ai , verkrijgen we nu de «

a%l = a*p + a*b(a + A)*a = a"ba

02 = ¢ + a*b(a + A)*b = aba'b

2, = (a+A) + ba*b(a + A)*b = a + A + ba*ba*d
a2, = ba*b + ba*b(a + A)*a = ba*ba*

R
N
[l |

Tenslotte vinden we met behulp van (1) de gevraagde reguliere expressie

a:
@ = o}, = a*ba* + a*ba*b(a + A + ba*ba*b)*ba*ba*.

Er geldt L(A) = p(a) = {w | w e {a,b}* en #(b,w) =1 mod 3} (Toon dit

aan). °

5.18. Eigenschap.

Een taal L c * is een type 3 taal dan en slechts dan als L door een

reguliere expressie over ¥ gedefinieerd wordt.

Bewijs

De bewering volgt direct uit de eigenschappen 5.14. en 5.16.

Einde bewi js

5.19. Oefeningen

(1) Construeer een eindige automaat, die de taal gedefinieerd door de

reguliere expressie (O*+11)*01, accepteert.

(2) Construeer een type 3 grammatica, die de taal gedefinieerd door de

reguliere expressie (11+00)*(0+1)*, voortbrengt.

(3) zij A = ({0,1,2}, {a,b}, o, O, {2}) een eindige automaat met

o(0,a) = 1; o(l,a) = 2; o(2,a) = 0;
o(0,b) = o(l,b) = o(2,b) = 1.

|
N
.o
|
o
s
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Construeer een reguliere expressie a over {a,b}, zodanig dat p(a) =

L(A).

(4) Beschouw de grammatica G = (V,%,P,S) met I = {a,b}, V=7>Xu {S,A,B}
en P ={S > bA, A> aB, B> aS, B> bA, B > a}. Construeer een regu-

liere expressie a over {a,b} zodanig dat p(a) = L(G).
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STAPELAUTOMATEN

De eindige automaten uit hoofdstuk 4 kunnen elk eindig veel informatie
bewaren. De hoeveelheid informatie, die een bepaalde automaat kan ont-
houden is dus begrensd en wordt alleen bepaald door het aantal toestan-—
den van deze automaat; ze is dus in het bijzonder onafhankelijk van de

grootte van de invoer.

Teneinde een type automaat te verkrijgen, dat geschikt is om ook niet-
reguliere talen te accepteren, moet de hoeveelheid informatie, die de
automaat kan onthouden worden vergroot. De hoeveelheid informatie, die
de automaat moet bewaren, kan afhankelijk zijn van de lengte van de

invoer.

Beschouw namelijk de volgende niet-reguliere, en dus niet door een ein-
dige automaat te accepteren, taal L = {anbn | n > 0}. Onder de aan-
name, dat een invoerwoord w slechts &&nmaal van links naar rechts gele-
zen mag worden, zal een automaat A, die L accepteert, eerst de waarde
van n bepalen door het aantal a's in w te tellen, en dan controleren of
deze waarde overeenkomt met het aantal b's in w. Om het aantal a's te
tellen is |'1og2 #(a,w)] bit geheugenruimte vereist. Daar de functie f =
anlogzn] onbegrensd is (f(n) kan willekeurig groot worden als n vol-
doende toeneemt.) dient A over een (werk)geheugen te beschikken, dat
tenminste toeneemt tot de grootte flogz%lwl] als een invoerwoord w wordt
aangeboden (Merk op, dat dit geen bewijs van het feit "L ¢ 4(3" is,
maar slechts een intuitieve gedachtengang. Een bewijs van "L £ éfa"
maakt gebruik van de pompstelling voor reguliere talen; zie voorbeeld
3.12.(1)).

Om de hoeveelheid informatie, die kan worden bewaard, te vergroten,
voegt men aan de (fysische interpretatie van de) eindige automaat een

geheugen toe in de vorm van een band verdeeld in cellen:



- 120 -

v

lees-
kop

eindige ﬂ
toestands— schrijf-

machine kop

- Js]e]w]e]o] s]o]o]. - -

Turing—-machine

Iedere cel van deze geheugenband kan eindig veel informatie bevatten
(d.w.z. een symbool uit een of ander speciaal "geheugen"-alfabet). Langs
de geheugenband loopt een lees/schrijfkop. De eindige toestandsmachine
is vergelijkbaar met de eindige automaat uit hoofdstuk 4: er is een
eindige verzameling Q van toestanden, een invoeralfabet I, begin- en
eindtoestanden, en een transitiefunctie, die bij een drietal bestaande
uit huidige toestand, invoersymbool en geheugensymbool bepaalt wat de
volgende toestand zal zijn, welk symbool naar het geheugen wordt ge-
schreven en hoe de leeskop en de lees/schrijfkop worden verplaatst. Op
elk moment in de berekening wordt de leeskop O of 1 plaatsen naar rechts
verplaatst: zodoende kan een berekening zeer veel langer duren dan de
lengte van het invoerwoord (zie ook de transitiesystemen uit hoofdstuk
4).

Bij het begin van een berekening veronderstelt men dat de (informatie)
inhoud van de oneindige geheugenband leeg is: elke cel bevat een speci-
aal blanco-symbool. Op elk tijdstip gedurende een berekening geldt dan,
dat er slechts een eindig deel van het (oneindige) geheugen gebruikt is
(dat wil zeggen: een eindig aantal cellen met een niet-blanco symbool
gevuld is), daar de automaat tijdens dit deel van de berekening slechts
een eindig aantal cellen bezocht kan hebben. Maar dit aantal kan wel

willekeurig groot worden naarmate de berekening voortschri jdt.

Het wiskundig object dat overeenkomt met de hiervoor intultief omschre-

ven machine heet een "Turing-machine” (naar de Engelse wiskundige A.M.
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Turing (1912-1954)). De Turing-machine wordt uitvoeriger behandeld in
het college al74 Theoretische Informatica II. De Turing-machine is een
zeer algemeen machinemodel en kan als uitgangspunt dienen voor talri jke
andere machinemodellen door het opleggen van beperkingen aan het oor-
spronkeli jke model. (Vergelijk in dit verband hoe uitgaande van de alge-
mene definitie 1.21. van grammatica, andere typen grammatica's werden
afgeleid: definities 1.32 - 1.39.). Deze beperkingen hebben vanzelfspre-

kend betrekkin het

k ng op he ebruik

ui 7™ de ha “b e Naarnanag

van and. Daarnaast kan men
voor elke beperking een deterministische en een niet-deterministische
machine beschouwen, al naar gelang de onderliggende eindige toestands-

machine deterministisch of niet-deterministisch is.

In dit dictaat komen alleen de volgende beperkingen en de daarbij beho-

rende typen automaten ter sprake:

(0) geen beperking: dit levert de reeds besproken deterministische Tu-
ring-machine (DTM) en niet-deterministische Turing-machine (NTM).
(1) het aantal cellen van de geheugenband, dat gedurende een berekening

van een invoerwoord w gebruikt mag worden is naar boven begrensd

door |w . De bijbehorende automaat heet de (niet)deterministische
lineair begrensde automaat (DLBA en NLBA; Eng.: "(non)deterministic
linear bounded automaton”).

(2) de toegankeli jkheid van de informatie op de geheugenband kan worden
beperkt. De enige vorm daarvan, die hier besproken wordt, is de

beperking tot het gebruik als een stapel.

Een stapelgeheugen moet worden gebruikt zoals een stapel borden of

dienbladen in een kantine:

- het bovenste element (bord of blad) kan van de stapel worden
gehaald;

- @&én of meer elementen (borden of bladen) kunnen boven op de sta-

pel worden geplaatst.

In termen van de geheugenband betekent dit dat de lees/schrijfkop
alleen mag opereren op de bovenste beschreven en de vlak daarboven
gelegen onbeschreven cellen van de geheugenband; d.w.z. de automaat

kan
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- de inhoud van de bovenste beschreven cel overschrijven met een
ander symbool;

- de inhoud van de bovenste beschreven cel wissen (d.i. overschrij-
ven met een blanco-symbool) en de lees/schrijfkop &&n plaats naar
beneden bewegen;

- de lees/schrijfkop bewegen naar de vlak daarboven gelegen aan-
sluitende cellen en daar de blanco-symbolen vervangen door niet-

blanco symbolen.

De bijbehorende automaat heet de (niet-)deterministische stapelauto-
maat (DPDA en NPDA) naar het Engelse "(non)deterministic push-down
automaton”. (De voorkeur wordt hier gegeven aan de Engelse afkorting
omdat SA ook kan verwijzen naar de hier niet behandelde "stack auto-

maton”, die krachtiger is dan de PDA).

(3) De geheugenband mag in het geheel niet gebruikt worden; dit levert
de al bekende (niet-)deterministische eindige automaat (DEA en NEA).
Een gelijkwaardige beperking is: er mag slechts een constant aantal

cellen van de geheugenband gebruikt worden (Ga dit na).

Zij nu voor elke bovengenoemde afkorting XYZ, szkYZ de klasse van

alle talen, die door XYZ-automaten geaccepteerd worden. Enkele belang-

rijke resultaten betreffende deze klassen van talen zijn:

(0) Lyry = oy = X0+
(1) °YDLBA E‘yNLBA = 3(1 en het is tot op heden onbekend of de
inclusie van &KDLBA in JgﬁLBA echt 1is, danwel dat beide
klassen gelijk zijn: "Het LBA-probleem is nog steeds niet opgelost”.
(2) % < <pppa < Zyppa = %2
(3) Loy = Zyea =53¢

De gelijkheden onder (3) werden reeds in hoofdstuk 4 bewezen, terwijl de
bewijzen van (0) en van (1) buiten het bestek van dit college vallen. De
rest van dit hoofdstuk zal voornamelijk gewijd zijn aan de bewijzen van
de resultaten onder (2); hetgeen tevens de titel van dit hoofdstuk ver-

klaart.

Tekeningen van stapelautomaten wekken de indruk, dat de lees/schrijfkop

vast staat, terwijl de stapel naar beneden groeit:
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—>

i|n|vjole|rjw|o|o|r|d

T

eindige P~ 41

toestands-

machine S
t
2]
4
=
1

Stapelautomaat

In dit beeld is er geen sprake van cellen, die blanco zijn. Als het bo-
venste symbool (de "s") van de stapel wordt gehaald, dan wordt de stapel

korter; het topstapelsymbool is daarna "t". Als wiskundig object wordt

een stapelautomaat gedefinieerd in

Definitie: Een stapelautomaat A is een zevental A = (Q,Z,F,c,qo,yo,F),

met

( 1) Q is een niet-lege eindige verzameling toestanden.

( ii) ¥ is een alfabet van invoersymbolen.

(iii) T is een alfabet van stapelsymbolen.

( iv) o is een functie van Q x (T u {x}) x T in de verzame-
ling van eindige deelverzamelingen van Q X I'*; o heet
de transitiefunctie van A.

( v q; € Q is de begintoestand.

( vi) Yo € T is het bodemstapelsymbool.

(vii) F c Q is de verzameling van accepterende toestanden.

In bovenstaande definitie is in het geheel geen sprake van een stapel,
alleen van een alfabet van stapelsymbolen. In de definitie van een sta-
pelautomaat wordt vastgelegd wat de alfabetten zijn, wat de begintoe-
stand is en dergelijke, en verder wat de transitiefunctie is. Pas als
vastgelegd 1s, op welke wijze stapelautomaten berekeningen uitvoeren
(zie de definities 6.4. en 6.6.) blijkt het mogelijk een fysische inter-

pretatie in termen van stapels te geven.
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Net als eindige automaten, kunnen ook stapelautomaten worden weergegeven

met transitiediagrammen.

6.2. Definitie: Het transitiediagram van stapelautomaat A is een (gerichte,
geétiketteerde) graaf waarvoor geldt:

(1) de verzameling knopen is de verzameling toestanden van A.

De markering van accepterende toestanden en de begintoe-

stand is net als bij eindige automaten (zie 4.4. en 4.5.)

(2) er is een tak als en alleen als

(q5,@) € o(qy,a,8), a € Tu {A}, s €T.

6.3. Voorbeeld

Gegeven is de stapelautomaat A = ({qo,ql,qz,q3}, {a,b}, {a,b,c}, o, qp>

c, {q3}) waarvan de transitiefunctie o hieronder is weergegeven.

o(qg,a,¢) = {(q;,ac)} o(q;,a,a) = {(q,,aa)}

o(q;,a,b) = {(q;,ab)} a(q;,1,a) = {(q;,a)}

o(q,,a,a) = {(q,,M)} o(a,,r,¢) = {(a3,M)}

o(qq,b,¢) = {(qy,be)} o(q;,b,a) = {(q;,ba)}

o(qy,b,b) = {(q,,bb)} o(a;,A.0) = {(a,,b)}

o(q,,b,b) = {(qz,k)} o(q,%x,y) = @ in alle overige geval-
len.

Bij de stapelautomaat A hoort het onderstaande transitiediagram:

ol

AMe > A
ADb > b °

a/c » ac AMa + a
b/c » be

Het gedrag van A = (Q,Z,F,d,qO,YO,F) bestaat uit het herhaald toepassen
van de transitiefunctie o. Wiskundig wordt dit beschreven met behulp van

het begrip configuratie.
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Zij A = (Q,Z,F,d,qo,yo,F) een stapelautomaat. Een configura-
tie (Eng.: "instantaneous description”) van A is een drietal
(q,w,E) € Q x * x r*. Dpe verzameling van alle configura-

ties van A wordt aangegeven met C(A).

Beschouw nogmaals de stapelautomaat A uit voorbeeld 6.3. Configuraties

van A zijn bijvoorbeeld:
(qo,aaaa,c) (ql,aaa,ac)
(q,,aa,aac) (q,,aa,aac)
(q,,a,ac) (qy,7,¢)
(q3,A,0N) °
Definitie: Zij A = (Q,Z,F,o,qo,yo,F) een stapelautomaat. Een stap is een
overgang van configuratie c¢; € C(A) naar configuratie
c, € C(A), die door de transitiefunctie o is toegestaan.
Notatie: cll‘—A‘ c,, of cll—- ¢, als duidelijk is om welke
automaat het gaat. Zij ¢y = (qi,wi,Cli), 1 = 1,2,
configuraties van A. Dan geldt: clkz'cz als en alleen als
Fa e zu A}y € T3, £ € T*:
- aw; = w, en
-C, =Yf en g, =akf én
- (qp,@) € o(qy,a,y)
Definitie: - het doen van nul stappen in een berekening door een sta-

pelautomaat A wordt genoteerd alsH%:

c}%—c' dan en slechts dan als ¢ = ¢';

- het doen van k, k > 1, stappen wordt genoteerd als

;I;

k
¢ pg— c¢' dan en slechts dan als er configuraties

¢ = cg,C],€2,+++,¢g = c' bestaan, zodanig dat voor VY i,

(< .
0<i k, geldt ciix.cﬁ_l,
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- het doen van een willekeurig aantal maar tenminste &én
stap wordt genoteerd als }ﬁ?—:
c}JA'— ¢' dan en slechts dan als er een k, k > 1 is,
zodanig dat c}%-c'.

- het doen van een willekeurig aantal stappen wordt geno-

teerd als }—:T—:

c}—z—c' dan en slechts dan als'cl-i{—-c' of

cf%-c'-

De configuraties van een stapelautomaat A en het stappen van configura-

tie naar configuratie hebben in de fysische interpretatie van A de vol-

gende betekenis:

- ¢ = (q,w,8).
Dit duidt aan dat A in toestand q verkeert, w de resterende invoer en
¥ de stapelinhoud is. De eerste letter van £ is het topstapelsymbool
en de laatste letter van £ is het onderste stapelsymbool (Deze hoeft

niet in elke configuratie het bodemstapelsymbool van A te zijn).

- (q,aw,YE) p=(q',w,a).
De automaat gaat van toestand q naar toestand q', haalt het topstapel-
symbool y van de stapel en schrijf a € T™* boven op de stapel. In het
vervangen van y door a zijn alle drie de in de inleiding genoemde
mogelijkheden voor de lees/schrijfkop vervat. Merk op, dat een bere-
kening niet kan worden voortgezet als de stapel leeg is; immers bij
elke stap moet er een topstapelsymbool zijn. Bij de overgang van
(q,aw,yE) naar (q',w,af) “"verbruikt” de stapelautomaat a € I U {k}.

Dit moet als volgt worden geinterpreteerd:

- als a € I verschuift de leeskop op de invoerband een plaats naar
rechts, zodat het volgende invoersymbool ter beschikking kan komen;

- als a = A\ dan verandert de positie van de leeskop niet. Merk op dat
A geen symbool is dat op de invoerband staat. Als er onder de lees-
kop een symbool staat, is dat een symbool uit I. De notatie a = )\
wordt gebruikt om aan te geven dat er geen echte invoer wordt ver-

bruikt.
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Het accepteren van woorden door een stapelautomaat kan op twee verschil-

lende manieren gedefinieerd worden: accepteren met accepterende toestan-

den (Eng.:

"by final state”) en accepteren met een lege stapel (Eng.:

"by empty stack”, "by null stack").

Definitie:

Definitie:

6.10. Voorbeeld

Een woord w € £* wordt door de stapelautomaat A =
(Q,E,F,o,qQ,YQ,F) met accepterende toestanden geaccepteerd

dan en slechts dan als aqEFHaEF*[(qO,w,yo)#L(q,x,a)]-

De taal Lp(A) die door de stapelautomaat A met accepterende

toestanden wordt geaccepteerd, is de verzameling

Lr(a) = {w | 3q € Fda € T*[(qq,%,vy) B~ (a1, ) ]}

Een woord w € :£* wordt door de stapelautomaat A =
(Q,Z,F,c,qo,yo,F) met lege stapel geaccepteerd dan en slechts
dan als aq € Q[(qO’W,YQ)}*—(q:K)K)]'

De taal Lp(A) die door de stapelautomaat A met lege stapel

wordt geaccepteerd, is de verzameling

LA(A) = {w | 3q € Q [(qq,w,Yg) = (a1, N) ]} -

Beschouw de stapelautomaat A = ({qo,ql,qz}, {a,b}, {a,c}, qg, C, {ql})

met onderstaand transitiediagram:

a/c » ac
a/a > aa b/a > A
9q q;
a/c + ac b/c » A
a/a + aa

Het woord aaa wordt door A met accepterende toestand geaccepteerd, im-

mers
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(qg,aaa,c) k—(qo,aa,ac)}—-(qo,a,aac) —(q;,A,aaac) en q; € F

Het woord aaa kan niet door A met lege stapel worden geaccepteerd, want
het bodemstapelsymbool c¢ kan alleen van de stapel worden verwijderd met
gebruikmaking van een symbool b in de invoer. Dus geldt

a3 € Lp(A\Lp(A).
Het woord aabbb wordt door A met lege stapel geaccepteerd, immers

(qg»,aabbb,c) j—(q,,abbb,ac) |- (q; ,bbb,aac) - (q;,bb,ac) |-
(qub,c)l—— (qzs)\;k)'

Het is eenvoudig in te zien, dat a2b3 niet met accepterende toestanden
door A kan worden geaccepteerd. Dus geldt a?b3 € Lp(A)\Lp(A). Een-
voudig 1is aan te tonen dat Lp(A) = {anbn+1 | n > 1} en dat
Lp(A) = {a®® | n > 1, 0 < m < n}. °

In de nu volgende voorbeelden van het ontwerpen van stapelautomaten en
het aantonen van de correctheid van het ontwerp, wordt de spiegelings-
operatie gebruikt. Voor elk woord w = ajaj...ok over I met oaj € I
(1 < i < k) 1is het spiegelbeeld wS van w gedefinieerd door
w8 = ag...a,a;. Merk op dat voor alle w;,w, ¢ $* geldt

(w;w,)S = w§w§. Verder spreken we af A5 = ).

Voorbeeld

Gevraagd wordt een stapelautomaat te ontwerpen die de taal L = {wcwS |
w € {a,b}+} accepteert, in de zin van accepteren met accepterende
toestanden. Om tot een ontwerp te komen, omschrijven we in intuitieve
termen die berekening van de stapelautomaat die tot acceptatie leidt van

een woord uit L:

(1) Schrijf alle a's en b's vanuit de invoer op de stapel totdat de c
verschijnt. Dan is w gelezen. De eerste letter van w staat dan onder
op de stapel en de laatste staat bovenaan.

(2) De c wordt gelezen en aan de stapelinhoud wordt niets veranderd. Wel

gaat de automaat naar een nieuwe toestand.
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(3) Schrap nu de opeenvolgende symbolen van de invoerband en de symbolen
op de stapel tegen elkaar weg als ze overeenkomen.

(4) Zodra het bodemstapelsymbool weer topstapelsymbool is, is een woord
van de vorm wcwS gelezen en gaat de automaat naar een accepterende

toestand.

Deze beschrijving wordt omgezet in een transitiediagram, waarbij de
moet 1
lijk is volgens dit diagram en dat het transitiediagram geen berekenin-
gen toelaat die tot acceptatie leiden van woorden die niet tot L beho-

ren.
Definieer A = ({qo,q1$q29q3}) {aab}, {a:bal}s o, qo’ -La {q3}) in over-

eenstemming met het transitiediagram

a/a > A
b/b »

2
|

b,c/a » ?I " AL >\

1 2 3 4

Dit transitiediagram is nogal overladen met tak-etiketten. Daarom wordt

het ook wel verkort genoteerd aldus:

x/1 +» x1 c/x » x A

x € {a,b} en y € {a,b}

Nu het ontwerp volledig is, moet nog worden bewezen dat inderdaad geldt
Lr(A) = L. Om dit aan te tonen kunnen dezelfde methoden worden gehan-
teerd, die worden gebruikt om aan te tonen dat voor een grammatica G
geldt L(G) = L. Daarbij komt inductie naar het aantal rekenstappen in de

plaats van inductie naar het aantal afleidingsstappen.

De methode van de invarianten is eveneens van toepassing. Doordat een

berekening doorgaans is opgebouwd als een rij achtereenvolgens uit te
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voeren deelberekeningen, zal de methode over het algemeen alleen handig

zijn voor deze deelberekeningen en niet zozeer voor de gehele rij. In

het huidige voorbeeld kan het bewijs aldus verlopen

I L c Lp(A)

II

1. Toon met inductie naar |w| aan, dat (ql,w,yg)ki-(ql,x,wsyg).
2. Toon aan, ook met inductie naar |w|, dat (qz,w,wg)fi_(qz,x,g)-
3. Zij w € L. Dan is er een x € {a,b} en een v, € {a,b}* zodat

w = vevS en is dus de volgende berekening mogeli jk

(qg,%xvic(xvy)S,1) —(q;,v cvix,x1)
I-*—(ql,CVTx,VTXL) (sub 1)
b—(q,,v§x,vixl)

—(ap,A,1) (sub 2)
= (q3,A,0)

Dus w € Lp(A), want q; is een accepterende toestand.

Lr(A) c L

Elke accepterende berekening begint met toestand q; en eindigt met
toestand q3. Het invoerwoord moet daarom geschreven kunnen worden
als w = xv)cvy, met x € {a,b} en v;,v, € {a,b}*; anders kan q, niet
verlaten worden of kan de overgang van q; naar q, niet plaatsvinden.

Zo'n accepterende berekening heeft dus de volgende structuur

(qo,xvlcvz,l)f_.(ql,vlcvz,xl)
A CIPIPRAY
p—(a,,v,,EL)
F=(a,,1,1)
G ISE

Toon nu met inductie naar de lengte van de berekening aan dat uit

(q,w,u) Fi- (qy,A,E) volgt E = wSu en dat uit (q2,w,u)}ll
(q,,A,v) volgt u = wv.

Samenvattend volgt wuit w € Lp(A) dat er een x € {a,b} en
vi,v2 € {a,b}* bestaan zodanig dat w = xvcv, en v, = vix =

(xv])S. Met andere woorden w € L. °
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6.12. Voorbeeld

Gevraagd wordt een stapelautomaat te ontwerpen die de taal L = {wws |
w € {a,b}+} accepteert met lege stapel. Het verschil met het voorgaan-—
de voorbeeld is, dat nu niet locaal bepaald kan worden of een zekere
letter behoort tot het deel w dan wel het deel wS. Een stapelautomaat

voor L zou aldus kunnen werken

1. Zet de a's en de b's uit de invoer op de stapel.

2. Gok dat het deel w nu voorbij is en ga zonder invoer te verbruiken
en zonder de stapel te veranderen naar een nieuwe toestand.

3. Schrap overeenkomstige letters van de invoerband en de stapel tegen

elkaar weg.

Definieer daarom A = ({qo’ql’qz}’ {a,b}, {a,b,L}, o, qg, L, @) in over-

eenstemming met het transitiediagram:

x/i > X
~(1,) -(ql,SM x € fa,)
\ * TN

1 2 3

Het bewijs dat inderdaad Lp(A) = L verloopt net zo als in voorbeeld
6.11.

De term “gok" in 2 moet niet te letterlijk worden opgevat. Wat betreft
de werking drukt deze term uit dat in een tot acceptatie leidende bere-
kening op het passende moment de overgang van q, naar q3 moet worden ge-
maakt. De stapelautomaat gokt echter niet..Deze bepaalt alleen een ver-
zameling berekeningen. Indien onder de berekeningen die bij een bepaald
invoerwoord behoren er tenminste &én is die tot acceptatie leidt (vol-
gens de definitie "accepterende toestanden” dan wel "lege stapel”, al
naar gelang de vraag) behoort het betreffende invoerwoord tot de taal

geaccepteerd door de stapelautomaat. °

In de eigenschappen 6.13. en 6.14. zal worden aangetoond dat de klasse

van talen, die door stapelautomaten met accepterende toestanden worden
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geaccepteerd, gelijk is aan de klasse van talen, die door stapelautoma-

ten met lege stapel worden geaccepteerd.

6.13. Eigenschap

Bij elke stapelautomaat A is een stapelautomaat A' te construeren, zoda-

nig dat Lp(A') = Lp(A).

Bewi js
zZij A = (Q,I,T,0,qp,Yp,F) en definieer de stapelautomaat A' aldus:
A' = (@ v {q},ae},=.T u {v§},o',q),v§,{ag}), waarin qf en

qf nieuwe toestanden zijn en Y6 een nieuw stapelsymbool is. De tran-

sitiefunctie o' wordt gegeven door

(1) o'(ah,n,vy) = {Cag,vgv)}
(2) Nq € Q¥a € T u {A}¥y € T[o'(q,a,y) = o(q,a,v)].

(3) Yq € Q[o'(q,A, 7)) = {Cag,v}]

De bedoelde werking van A' is als volgt:

vanuit de begintoestand qj van A' vindt zonder verwerking van een
invoersymbool een transitie plaats naar de begintoestand q; van A, waar-
bij het startsymbool y, van A op de stapel wordt geschreven, zodat de
stapelinhoud Ygyyj 1is. Zolang het topstapelsymbool ongelijk vy is,
voert A' dezelfde rekenstappen uit, als A zou uitvoeren. Als het topsta-
pelsymbool gelijk aan Ya is, is nog de A-transitie naar de accepteren-—

de qf mogeli jk.

Schets van het transitiediagram van A':

Aangetoond moet worden dat Lp(A') = LA(A).
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(1) 2ij w € Lp(A), dan Jq ¢ Q[(qo,w,yo)ki—(q,K,K)]. Dus dan
*
(26,9, 7)) 7 (20,w,v0r)) Fr (@A v BT (apuhsvd) -

Aangezien qf een accepterende toestand van A' is, is w € Lp(A').

Derhalve is Lj(A) c Lg(A'). .

(2) zij w € Lg(A'), dan
. *
dq € Q[(%,:,Yé)l‘; (qo.w,qub)f? (q,K,Yb)l-(qf,h,Ib)]- Dus
(qo,w,YO)fZT (q,A,\) en derhalve ook (qo,w,yO)hK-(q,x,x) zodat

w € LA(A). Derhalve is Lp(A') < Lp(A).

Uit (1) en (2) volgt hetgeen te bewijzen was.
Einde bewijs

6.14. Eigenschap

Bij elke stapelautomaat A is een stapelautomaat A' te construeren, zo-

danig dat Lp(A') = Lr(A).

Bewi js
Zij A = (Q,I,T',0,q3,Yy,F). Kies twee nieuwe toestanden qp.91 £ Q,

een nieuw stapelsymbool Y} ¢ T en definieer de transitiefunctie van
: 0

A' = (Q v {qb,ql}, I, T v {yé}, o', 43, vy» @) in overeenstem-

ming met de volgende schets van het transitiediagram.
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Dus ¢' wordt aldus gedefinieerd:

a"(qd,0,v9) = {Cag,voYd)}
¥y € Tu{ygt[o'(q1,A,y) = {(a1,M)}]
Yq € QV¥a € £ ¥y € T[o'(q,a,Y) = o(q,a,Y)]
Vq € Q ¥y € T[o'(q,\,y) = als q £ F dan o(q,\,y)
anders o(q,\,y) u {(q1,M)}]
¥q € F[o'(q,7,v4) = {(a1,M)}]-

De werking van A' is kort beschreven de volgende: vanuit de begintoe—
stand qj van A' vindt zonder verwerking van een invoersymbool een
transitie plaats naar de begintoestand q; van A, waarbij het startsym-
bool y, van A op de stapel wordt geschreven, zodat de stapel het woord
YoYg bevat. Vanaf dit punt gedraagt A' zich als A eventueel totdat
alle invoer verwerkt is en A in een toestand q € F verkeert. Als deze
situatie optreedt, kan er een transitie plaatsvinden naar toestand q]

van A' en kan de stapel geleegd worden.

Toon zelf aan dat Lp(A') = Lp(A).

Finde bowi die
na o] S

~g
iaaiaaT Swiy

6.15. Oefeningen

(1) Ontwerp een stapelautomaat A zodanig dat geldt Lp(A) = {wE{a,b}+ |
#(a,w) = 2 x #(b,w)} en tegelijk ook geldt Lp(A) = 9.

(2) Ontwerp een stapelautomaat A zodanig dat geldt Lp(A) = @ en
Lr(A) = {uev | u,v € {a,b}* en #(a,u) = #(b,v)}.

(3) Ontwerp een stapelautomaat A zodanig dat geldt Lp(A) = Lp(A) =
{w e {a,b,c}T | #(a,w) + #(b,w) = #(c,w)}.

(4) Bewijs dat er voor elke stapelautomaat A, stapelautomaten B en C
bestaan zodanig dat
(1) LA(B) = Lp(B)
(2) LA(C) = Lp(C)

LACA).
Lr(A).

]
]
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6.16. Eigenschap

Als L een contextvrije taal is, dan bestaat er een stapelautomaat A

zodanig dat L = Lp(A).

Bewi js
Zij 6 = (V,L,P,S) een contextvrije grammatica die L voortbrengt. Defini-

eer de stapelautomaat A aldus: A = ({q},Z,V,c,q,S,¢), waarin de transi-

tiefunctie o gegeven wordt door

(1) ¥x € V\g[o(q,7,X) = {(q,a) | X » a € P}]
(2)Va € z[o(q,a,a) = {(q,M)}]

De berekening van stapelautomaat A op invoer w bestaat uit de simulatie
van een linkerafleiding van w volgens G. Om te bewijzen dat L(G) =

Lp(A) wordt de volgende hulpeigenschap gebruikt:
()YX € v¥w e *[X=%, w dan en slechts dan als (q,w,X)}.*_(q,)\,A)]

Toon dit zelf aan met inductie naar de lengte van de afleiding volgens G

respectievelijk het aantal rekenstappen van A.
(1) zij w € L(G), dan s_—;‘:,yw. Uit (*) volgt dat
(q,w,S)Pﬁ-(q,X,K), zodat w € Lp(A).

Derhalve L(G) < Lp(A).

(2) 2ij w € Lp(A), dan (q,w,S) k%— (q,A,N\). Uit (*) volgt dat
sépw, zodat w € L(G). Derhalve Lj(A) < L(G).

Uit (1) en (2) volgt hetgeen te bewijzen was.
Einde bewijs

6.17. Oefening
Zij G = ({S,A,a,b}, {a,b}, P, S) met de produktieregels

S > aAA A > aS$
A > bS A > a
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Construeer een stapelautomaat A zodanig dat L(G) = Lp(A). Vergelijk
voor de woorden abaaa en aabaaa de linkerafleidingen volgens G met de

berekening volgens A.

6.18. Eigenschap

Als A een stapelautomaat is, dan is de taal Lp(A) contextvrij.

Bewi js

zij A = (Q,Z,T,0,q9,Y(,F). Definieer de contextvrije grammatica G aldus:
G = (V,Z,P,S) met V=L u {S} U {<q,y,p> | q,p € Q, Y € F} en P bevat de
produktieregels

(1) Y¥q € Q de regel S » <q(sYg>9>

(2) ¥q,q),0459,,; € QYa € I u {A}Vy,v;,ee0,ym € T zodanig dat
(q15Yy+++Ym) € o(q,a,y) de regel
<q9,Y59,41> > 2%4}15Y1592><425Y2593” ¢+ + <dm> Ym>Ip+1 >+

(3)‘Vql’q2 € QY¥a € £ U {A}VY € T zodanig dat (qp,A) € o(q;,a,y) de regel

<q;,Y,9,> * a.

De dingen <p,Y,q> zijn hulpsymbolen, en géén rijtjes. De notatie als een

rijtje is gekozen omdat daarmee eenvoudig is aan te geven, hoe de pro-
duktieregels zijn opgebouwd. Om te bewijzen dat L(G) = Lp(A), wordt de
volgende hulpeigenschap gebruikt:

*)Vp,q € QVy € T'VYw ¢ E*[<p,y,q>%w dan en slechts dan als
(p,w, Y I)H=(q,2,0) ]

Toon dit zelf aan met inductie naar de lengte van de afleiding volgens G

respectieveli jk het aantal rekenstappen van A.

(1) zij w € L(G), dan 3 q € Q[<q0,Yo,q>_—i*¢w]. Uit (*) volgt dat
(qg>w,Yvyp) k%— (q,A,A) =zodat w € Lp(A). Derhalve 1is
L(G) < Lp(A).
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(2) Zij w € ©Lp(A) dan (q¢,5%,Yg) kﬁ— (q,A,N\). Uit (*) volgt dat
<q0,yo,q>=%%w, zodat w € L(G). Derhalve is Lp(A) < L(G).

Uit (1) en (2) volgt L(G) = Lp(A).
Einde bewi js

6.19. Voorbeeld

Zij A = ({qo,ql}, {a,b}, {yo,a,b}, o, qg> Yg,» @) de stapelautomaat be-

paald door onderstaand transitiediagram:

alyy > ay m
a/a » aa ala » A
—{q, } @ alyy > A

b/a + a

Er geldt Lp(A) = {anbam | m > n > 0}. In het navolgende wordt een
contextvrije grammatica G = (V,I,P,S) geconstrueerd zodanig dat L(G) =
Lp(A).

Volgens het bewijs van eigenschap 6.18. worden de volgende hulpsymbolen

geintroduceerd.

<dg2Yg29¢”
<q4>Y0»491>
<415>Y9>9¢>
<q1,Y9,91>
<q0,a,qo>

<q1,b,ql>

De verzameling P van produktieregels wordt als volgt verkregen:

S » <q0:Y0:qo>
S * <q0,Y0,91>
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alyy » ayg
Uit de transitie @ @ volgen de regels

<qg,Yg>99> * a<q(»a,99><qq,Yg59¢>
<q(,Yp»91> * a<qg,a,99><qp,Yp»9)”
<q4,Yg>9¢> * 8<9(,2,91><q},Yg>97>
<qp,Y0»491> > a<q(,a,91><493,Yp»9}1>

a/a > aa

Uit de transitie volgen de regels

<qg,a,q5> > a<q;,a,9(><q;,3,9,>
<q0,a,q1> »> a<qp,a,qp><qp,a,q)>
<qg,a,95> > a<q,,a,q,><q,,a,qy>
<qg,a,q9)> =+ a<qg,a,q)><q),a,q;>

b/a > a
Uit de transitie volgen de regels

<qg,3,90> > b<q;,a,q,>

<qg,a,q;> > b<q;,a,q)>

ala > a

Uit de tramsitie volgen de regels

<q),a,q5> > a<q1’asq0>

<ql’a’q1> > a<q1’a’ql>

ala » A
Uit de transitie volgt de regel

a/yo > A
Uit de tramsitie volgt de regel

<q1’Y0’ql> *> a
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Het woord abaa wordt door A als volgt geaccepteerd:

(qO)abaa’Yo)l— (qO,baa,aYo)I—— (ql,aa’aYo)l———(ql’a)YO) |-—(q1,>\,)x)

en door G als volgt voortgebracht:

S%<q0,yO,ql> -§a<q0,a,ql><q1,y0,ql> =
ab<q;,a,94,><q;,v5,9;> =

aba<q1,yo,ql> =»abaa °

Oefening

Beschouw de in voorbeeld 6.19. geconstrueerde grammatica G. Het meren-
deel van de geintroduceerde hulpsymbolen en productieregels is overbo-
dig. Construeer een met G equivalente grammatica G' met minder hulpsym-—

bolen en minder productieregels.

Uit het voorgaande is al gebleken dat een stapelautomaat in het algemeen
een niet-deterministische automaat is. In de volgende definitie worden

de voorwaarden aangegeven opdat een stapelautomaat deterministisch is.

Definitie: Een stapelautomaat A = (Q,X,F,o,qo,yo,F) is deterministisch

als aan de volgende voorwaarden is voldaan:

(1) Vq € Q¥y € T[als o(q,\,y) # @ danVa € £[o(q,a,y) = ¢]]
(2) ¥q € q¥y € TVa € £ u {A}[card(o(q,a,v)) < 1]

Voorbeeld

De stapelautomaat A uit voorbeeld 6.12. is een niet-deterministische
stapelautomaat aangezien niet aan voorwaarde (1) van definitie 6.21. is
voldaan. Toch bestaat er voor een geaccepteerd woord precies &én, een-
duidig bepaalde accepterende berekening. Er bestaan echter vele niet-
accepterende berekeningen. De stapelautomaat uit voorbeeld 6.l11. daaren-

tegen is een deterministische stapelautomaat. .
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In hoofdstuk 4 is aangetoond dat deterministische en niet-deterministi-
sche eindige automaten hetzelfde herkennend vermogen hebben. Voor sta-
pelautomaten is dit niet het geval. Er zijn talen die wel door een niet-
deterministische stapelautomaat kunnen worden geaccepteerd, maar niet
door een deterministische stapelautomaat. Een voorbeeld van een derge-

1i jke taal is de taal {wwS | we {a,b}+}.

Er zijn verschillende technieken om aan te tonen dat talen niet door
deterministische stapelautomaten kunnen worden geaccepteerd. Er is bij-
voorbeeld een pompstelling voor talen die door deterministische stapel-
automaten kunnen worden geaccepteerd. Ook onderscheidt deze klasse van

talen zich door zijn afsluitingseigenschappen.

We zullen dit illustreren voor de operatie MIN.

Definitie: Voor elke taal L over een alfabet I wordt de taal MIN(L)
gedefinieerd door:
MIN(L) = {w | w € L en(3u ¢ v*dv € Z+[u € L en uv = w])}.

De taal MIN(L) bestaat dan uit die woorden uit L die geen echte prefix .
hebben die eveneens tot L behoort. Dus MIN({a"b® | m > n > 0}) = {A}
en MIN({a®® | m > n > 1}) = {a®b® | n > 1}.

Eigenschap

Voor elke deterministische stapelautomaat A=(Q,Z,T',0,q;,Y(,F) bestaat er

een deterministische stapelautomaat Ay zo dat Lp(AM)=MIN(Lp(A)).

Bewi js
Definieer Ay = (Q,I,I',0M,q,Yb,F) aldus:

Vq € QVa € £ u {A}VYy € T[ om(q,a,y) = als q € F dan @ anders o(q,a,Y))

Dan geldt MIN(Lg(A)) = Lp(Ap).
- Zij w € MIN(Lp(A)).
Dan is er een berekening (qq,w,Yg)l— (q),w,a)p— ««¢ =(qr, N\, ap),

r > 0 met qr € F en qg,..-,q.-] £ F. Deze berekening is dus
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ook een berekening van Ay zodat w € Ly(Ay) en dus
MIN(Lp(A)) < Lp(Ay). Als w = X dan is r = 0 en heeft de bere-
kening lengte 0. Maar ook deze berekening is een berekening van
Ay.

- Zij w € Lyp(Ay).
Dan is er een berekening (qo,w,yo) F-.(ql,wl,al) .- F_(qr,x,ar)
met qr € F en qg,++.,q,_7 £ F.
Omdat ¥q € Q¥a € T u {k}VY € I‘[GM(q,a,y) c c(q,a,y)] is dit ook
een berekening van A, zodat w € Ly(A). Daar A deterministisch is
volgt dat elke berekening die begint met (q,,w,yy) bovenstaande
berekening als beginstuk heeft (Er kunnen nog A-stappen volgen). Dus
kan w geen echte prefix hebben, die ook tot Ly(A) behoort, zodat
w € MIN(Lp(A)) en dus Lp(AM) < MIN(Lp(A)).

Einde bewi js

De klasse van talen die geaccepteerd kunnen worden door deterministische

stapelautomaten, is dus gesloten met betrekking tot de bewerking MIN.

We zullen nu aantonen dat MIN({wws | w € {a,b}*}) niet contextvrij is.

Daaruit volgt:

(1) De klasse sz = =CNPDA. is niet gesloten met betrekking tot MIN.

Immers {wws | w € {a,b}t} ¢ érNPDA (zie voorbeeld 6.12.) ter-

wijl MIN({wwS | w € {a,b}*]) niet contextvrij is en dus niet be-
hoort tot &’NPDA'

(2) Zypna < Zppa o0 {wws | w e {a,b}t] is een taal die

behoort tot &fNPDA\ é‘DPDA' Immers als {wwS | w € {a,b}*}
tot & behoort, dan kan ook MIN({wwS | w € {a,b}+}) door

DPDA
een deterministische stapelautomaat worden geaccepteerd en is dus

+
contextvrij. Dus {wwS | w € {a,b}*} €¥NPDA\¥DPDA'

Om te bewijzen dat MIN({wwS | w e {a,b}+}) niet contextvrij is, maken

we gebruik van de volgende eigenschap:

"Voor elke L ¢ &% en elke R 52(3 geldt L n R ¢ Q}"

(De eigenschap wordt bewezen in hoofdstuk 7).
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Zij R de reguliere taal {(ab)P(ba)q(ab)r(ba)S | P>q,Cy8 > 1}.

MIN({wwS | w € {a,b}*}) n R = {(ab)?(ba)®(ab)®(ba)" |

n>m > 0}.

Toon nu =zelf aan dat {(ab)n(ba)m(ab)m(ba)n | n > m > O} niet

contextvrij is (met behulp van de pompstelling voor contextvrije talen).

6.25. Oefeningen

(1) Ontwerp een stapelautomaat A zodanig dat Lp(A) = {w ¢ {a,b}*
#a,w) = 2 x #(b,w)}. Is de door u ontworpen automaat determinis-
tisch?

(2) Construeer een stapelautomaat A zodanig dat LF(A)={a1bjck |
i & j of j # k}. Is de door u geconstrueerde automaat determi-
nistisch?

(3) Toon aan dat de taal L = {a®™" | n > 1} u {a®?® | n > 1}
wel door een niet-deterministische en niet door een deterministische

stapelautomaat kan worden geaccepteerd.

Een aantal resultaten wordt nu samengevat en enigszins uitgebreid in de

volgende

6.26. Eigenschap

(13 < Lpny <Lyppa =;4
2)L; < 210 < Zyppa = X2
(3) De klasse Qﬁin. en thPDA zijn onvergelijkbaar: er bestaan

talen L; en L, zodanig dat

L, ¢ %in\%PDA’ en

Ly € :’DPD‘} :qin'
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Bewi js
Uit de eigenschappen 6.20. en 6.22. volgt de gelijkheid é{ﬁPDA = éfa,
terwijl de 1inclusies &/3 c :(DPDA < NPDA €D .\(3 < :flin c xz

een (bijna) onmiddellijk gevolg zijn van de definities van deze klassen.

Blijft nog over aan te tonen dat de verschillende inclusies echt zijn.

We geven hier de voorbeelden waaruit die echtheid bli jkt

&\
ambt | n > 1} e NG

{

{wws | w € {a,b}*} GJZ\%PDA
{anb? | n > 1} € X \¥,
{ambRa®b® | n,m > 1} E:fi\kiin

Dat de klassen i’lin en ¥

volgt uit de voorbeelden:

DPDA onvergeli jkbaar zijn tenslotte,

Ly = {ws | we {a,b}*} € X o,
Ly = {a"Ma™® | n,m > 1} e & N

Einde bewijs

Om een algoritme en vervolgens een programma, te maken dat voor zekere
L €§£ de vragen "is w € L?" beantwoordt, kan ook gebruik gemaakt worden
van stapelautomaten. Bij L hoort een stapelautomaat A. Het algoritme
gaat bij gegeven w na, welke berekeningen die beginnen met (qo,w,Yo)
mogelijk zijn en zoekt of er daaronder een is die het gehele invoerwoord
w verwerkt en eindigt in een configuratie met een accepterende toestand
(respectievelijk in een configuratie met lege stapel). Dit onderzoeken
van alle mogelijke berekeningen moet goed georganiseerd worden. Immers,
zelfs als een woord w door de stapelautomaat A wordt geaccepteerd, is
het mogelijk dat A andere berekeningen kan uitvoeren die niet eindigen
(en dus ook niet tot accepteren leiden). Het is mogelijk om uit A en w
een bovengrens te berekenen voor de lengte van een berekening die tot
accepteren van w leidt, zodat het bepalen of er een berekening is die
tot accepteren leidt daadwerkelijk kan worden uitgevoerd. Het onderzoe-
ken van al deze mogelijkheden kan echter zeer tijdrovend (exponentieel
in de lengte van de berekening) zijn. In de practijk wordt dan ook al-
leen gebruik gemaakt van deterministische stapelautomaten zodat het hele

zoekprobleem verdwijnt en in OK|w|) tijd kan worden bepaald of w € L.
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Dit is niet voor alle contextvrije talen mogelijk. We hebben al gezien
dat bijvoorbeeld {wws | w € {a,b}*¥} niet met een deterministische

stapelautomaat kan worden herkend.

Uit het voorgaande kan de indruk ontstaan dat voor sommige contextvrije
talen L c £* de oplossing van hun lidmaatschapsprobleem [w ¢ *:
w € L] een hoeveelheid rekentijd vraagt die exponentieel is in de lengte
van w. Dit is echter niet het geval, voor iedere contextvrije L ¢ =
bestaat een algoritme dat het lidmaatschapsprobleem van L oplost en

waarvan de rekentijd @(|w|3) is.

Eigenschag

Voor elke contextvrije taal L < 7* die niet het lege woord A\ bevat,
bestaat er een contextvrije grammatica die L voortbrengt en in Chomsky
normaalvorm is, dat wil zeggen alleen productieregels van de vorm A » BC

of van de vorm A » a, A,B,C € V\Z en a € %, bevat.

Bewi js
Oefening

Einde bewijs

Definitie: 2Zij G = (V,Z,P,S) een contextvrije grammatica in Chomsky
normaalvorm. Definieer een produkt 8 als volgt

Xx@Y={A|3B €x3c € Y[A » BC € P}, X,Y € P(V\E).

In onderstaand algoritme wordt gebruik gemaakt van dit produkt.

Algoritme voor [w € vt: we L(G)] waarin G = (V,Z,P,S) een contextvrije

grammatica in Chomsky normaalvorm is.

invoer : X]xj...Xp € =¥

uitvoer: antw € {0,1} {antw = als X;...Xp € L(G) dan 1 anders 0}
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for i =1 ton do
m(i,i):= {A | A > x4 € P}
end ;
{Definieer P(1i,3) = [m(i,j+l) = {A | azg;xi..xi+j}]}
{¥x € [1,n]P(x,0)}
for j =1 tonl do
{Vy € [O,j-l]Vx € [l,n—y] P(x,y)}
for j =1 to n-1 do

{¥y € [0,3-1]¥x € [1,n-y] P(x,y) A ¥z € [1,i-1] P(z,})}
(i, +5)1= Juo m(i,1+k) 8 m(iHkH,i+5);
¥y ¢ [O,j—l]Vk € [l,n—y] P(x,y)AVz € {1,1—1] P(z, i) \P(i, 1)}

{Vy € [O,j-l]Vx € [1,n-y] P(x,y)AVz € [1,1] P(z,j)}

_A\J') e M
‘92 L+

end;
vy € [O,n—l] ¥x € [1,n-y] P(x,y)}
{P(1,n-1) dus m(1,n) = {A | Aéxl...xn}}
antw:= if S € m(1l,n) then 1 else O;

In algoritme 6.29. geven de uitspraken tussen de scheidingstekens { en }
de (in)varianten die geldig zijn. Na afloop geldt m(l,n) = {A |
A=*$xl...xn} zodat antw = 1 als en alleen als XjeeeXp € L(G) en

het algoritme derhalve correct is.
Wat de hoeveelheid rekentijd betreft:

(1) De verzamelingen V,, voor elke a € I gedefinieerd door V, =
{A € V\Z [ A > a € P]} zijn onafhankelijk van de invoer en kunnen
dus eens voor al berekend worden.

(2) Ook van het produkt @ kan een tabel worden opgesteld zodat de waarde
van X @ Y kan worden opgezocht en dus een constante (dat wil zeggen
van n onafhankelijke) hoeveelheid tijd vraagt.

(3) Het algoritme gebruikt dus

n=1 n-j
ciom + y ) ¢,y
j=1 i=1
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tijd, met andere woorden de benodigde tijd is o(n3d).

Algoritme 6.29. vereist een grammatica in Chomsky normaalvorm. Het algo-
ritme kan worden omgewerkt zodat het bruikbaar is voor willekeurige

contextvrije grammatica's. Daarvan wordt hier afgezien.

Algoritme 6.29. vraagt veel geheugenruimte (8(n2)). Ook daarop kan flink

worden bezuinigd, maar de verdere uitwerking daarvan voert te ver.
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OPERATIES OP TALEN

Naast grammatica's, automaten en reguliere expressies kunnen ook opera-
ties gebruikt worden om talen te definigren: zo levert het toepassen van
een operatie f van rang n op een n-tal talen Lys...,Ly een (mogeli jk
nieuwe) taal f(Ly,...,Ly). Naast de gebruikelijke verzameling-theore-
tische operaties als vereniging, doorsnijding en verschil, worden in de
formele talentheorie nog een aantal andere operaties beschouwd. Enkele
van deze operaties kwamen in vorige hoofdstukken al aan de orde; met
name de concatenatie van talen (definitie 5.1.), de iteratie (of Kleene
*; definitie 5.3.) en de A-vrije iteratie (of Kleene +; definitie 5.3.).

Ook de volgende operatie werd al terloops in hoofdstuk 6 genoemd.

Definitie: Zij I een alfabet. Als w = ajaj...ap, aj € L (1 <i < n),
dan wordt het spiegelbeeld van w, notatie wS, gedefinieerd
door w8 = ap...aja;. Verder is A8 = )\, en voor elke
taal L over I wordt het spiegelbeeld LS van L gedefinieerd
door Ls = {wS | w € L}.

Voorbeeld

Voor elke taal L over I met card(I) = 1 geldt LS = L. Zij nu Z={a,b}.
Het spiegelbeeld van het‘woord ab2a3 € 1r*, is het woord a3b2a. Voorts
is (a(ba2)3)s = (a2b)3a. Als L = {a(ba)n | n > 1}, dan is LS =
{(ab)ra | n > 1}. Merk op dat LS = L. De taal L bestaat uit zoge-
naamde palindromen; een palindroom is een woord, dat gelijk is aan zijn

eigen spiegelbeeld. °

Oefeningen

2”1
w.,w, € £ en talen L,,L, c £ . Gelden ook de volgende gelijkheden:
Ly % st * s ! 25_* s s s s
@)™ = @), L) = @y, @ L))" =Ly ul,, (L; n Ly =
s S: 8,

s s _
L1 n L2, en (L1L2) = LI 2

(1) Ga na dat (wf)s =, (wlwz)s = wgwi en (L1L2)s =138 voor woorden
*



- 148 -

(2) Ga na of de spiegelingsoperatie een (halfring-)isomorfisme is
- van (P(2¥),(u,n,8,2%)) in (B(5),(u,n,d,5%)),
- van (P(2*),(u, - ,8,{A})) in (P(5*),(u,« ,8,{A})), waarin + de
concatenatieoperatie is.
Bepaal voor die gevallen, waarvoor Uw antwoord bevestigend luidt, de

inverse van de spiegelingsoperatie.

(3) Toon aan dat als voor een taal L over % geldt, dat L = LS, er niet

geconcludeerd mag worden, dat L zuiver uit palindromen bestaat.

7.4. Definitie: Zij I en A alfabetten. Een afbeelding h: * > A* is een

homomorfisme als h(A) = A en h(xy) = h(x)h(y) voor alle x en

*

y in 5*. Een homomorfisme h: 3* » A* heet A-vrij als

h(a) # N voor alle « in I.

Elk homomorfisme h: Z* > A

afbeelding h: P(z*) » P(A*) door middel van h(L) = {h(x)]|

*  wordt uitgebreid tot een

X € L} voor alle L E_Z*. De inverse h™! van h is de afbeel-
ding h~l: P(A*) » P(z*) gedefinieerd door h~ (L) =
{x € £* | h(x) € L}.

7.5. Voorbeeld

(1) zij £ = {0,1,...,9} en A = {0,1}. Het homomorfisme h: £* » A

*
wordt gedefinieerd door

h(0) = 0000; h(l) = 0001; h(2) = 0010; h(3) = 0011; ...; h(9) = 1001
De afbeelding h beeldt een decimaal weergegeven getal af op de BCD-
code ("Binary Coded Decimal"”) van dit getal. Dan is

h(1321) = 0001001100100001,

h({03n1n | n > 1}) = {0000(0011)m(0001)™ | n > 1}.

Merk op dat h A-vrij is.

(2) Als het homomorfisme h: {a,b}* > {c}* gedefinieerd is door
h(a) = cc en h(b) = A, dan geldt

*
- voor elke w € {a,b} , dat h(w) = c2.#(a,w)



7.6.

7.7.

- 149 -

- voor elke L S_{a,b}*, dat h(Ll) = {CZ.#(a,w) |

1 w € Ll}

fwe {a,p} | 2H@W ¢ L,}e

{c}*, dat h-l(L

In

- voor elke L2 2)
Een homomorfisme h: r* » a* vervangt in woorden over I de individu-
ele symbolen door woorden over A. Dit kan men veralgemenen door afbeel-
dingen o: t* » P(A*) te beschouwen, die symbolen in woorden over I
vervangen door talen over A. Een dergelijke functie heet een substitu-

tie.

Definitie: Zij £ en A alfabetten en & een klasse van talen. Een&-sub—

stitutie ¢ 1is een afbeelding o: t* - P(A*), die voldoet

aan:

(1) voor alle o in I geldt: o(a) is een taal over A behorende
tot de klasse X,

(2) o()) = {A},

(3) voor alle x en y in ¥ geldt: o(xy) = o(x)o(y).

Een oL -substitutie o: I* > P(A*) heet A-vrij als

A ¢ o(a) voor alle a in I.

Elke <-substitutie og: I* » P(A*) wordt uitgebreid tot een

afbeelding o: P(£*) » P(A*) door middel van o(L) =

u{o(x) | x € L} voor alle talen L over I.

Voorbeeld

Als o: I* » P(A*) met I = {a,b} en A = {0,1} een é%—substitutie is,
gedefinieerd door o(a) = {10P1 | n > 1} en o(b) = {0100 | n > 1},

dan is

o(abb) = {1001 | n > 1} {0170 | n > 1} {0170 | n > 1} =
= {10i101jo001k0 | 1,3,k > 1}.

zZij L = {(ab)? | n > 1}; dan is

1021013010210130 € (L), en
1021015010710120 € o(L). °
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In de studie van operaties op talen stelt men in het bijzonder belang in
paren bestaande uit een klasse & van talen en een operatie f, zodanig

dat het toepassen van f op talen uit &€ weer een taal in & oplevert.

Definitie: Zij & een klasse van talen en f een operatie van rang n. & is
gesloten onder f indien voor alle n-tallenm talen
(Ly,+++,Ly) met Ly €& (1 < i < n) geldt, dat
f(Ll,...,Ln) € &. Een klasse van talen & is gesloten onder

substitutie, indien & gesloten is onder &-substitutie.

Oefeningen

(1) zij h: {0,1,2}* » {a,b}™ een homomorfisme gedefinieerd door
h(0) = abb; h(l) = aa; h(2) = bb. Bepaal h(1102), h({(10)n2 |
n > 0}) en h™1({a®b™ | m,n > o}).

(2) Z2ij o: {a,b}* > P({O,l}*) een substitutie gedefinieerd door
o(a) = {00 | n > 1} en o(d) = {OM | n > 2} v {in | o > 2}.
Bepaal o({(ab)Ma | n > 1}).

(3) Toon aan dat een homomorfisme h: P(Z*) > P(Z*) een (halfring-)
homomorfisme van (P(5*),(u,* 8,{A})) in (P(A*),(u, * 8, {(AD) is

(+ is de concatenatie-operatie).

(4) Bewijs de volgende bewering: Een functie f: P(*) » P(A*) is een
substitutie dan en slechts dan als f een (halfring-)homomorfisme van
(P(z*),(u,* ,¢,{K})) in (P(A*),(U, -,¢,{k})) is ( * is de conca-

tenatie—-operatie).

(5) Toon aan dat3(3 gesloten is onder substitutie (Aanwijzing: gebruik

reguliere expressies).
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L3 | % | £ | X0 [%iin[%rpa|%DLEa

spiegeling + + + - +
vereniging + + + + - +
doorsnede + - + + - - +
complement + - ? - - + +
concatenatie + + + + - - +
iteratie + + + + - - +
A-vrije iteratie + + + + - - +
homomorfisme *) + + - + + - -
A-vrij homomorfisme *)| o+ + + + + - +
invers homomorfisme *) + + + + + + +
substitutie *) + + - + - - -
A-vrije substitutie *) + + + + - - +
doorsnede met een

reguliere taal *) + + + + + + +

Tabel 7.1.
+ = gesloten; - = niet gesloten; ? = onbekend (open probleem).

*) Merk op dat deze regel in de tabel niet betrekking heeft op &én
enkele operatie, maar op oneindig veel operaties (alle homomorfis-

men, alle substituties, enz.).

In tabel 7.1. wordt een overzicht gegeven van de afsluitingseigenschap-
pen van de meest bekende taalklassen. In deze tabel wordt met een plus-
teken aangegeven, dat de betreffende klasse van talen gesloten is met
betrekking tot de gespecificeerde operatie; een minteken geeft aan, dat
de betreffende klasse van talen niet gesloten is onder deze operatie,

terwijl een vraagteken een "open probleem" aanduidt.

Enkele van de in eigenschap 7.10. genoemde resultaten worden hieronder
bewezen; het resterende deel van de bewijzen wordt ter oefening aan de
lezer overgelaten, of valt buiten het bestek van dit college (b.v. het

feit dat ;BPDA gesloten is onder de complement-operatie).
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7.10. Eigenschap

De klasse1§5 is gesloten onder (a) spiegelen, (b) vereniging, (c) conca-
tenatie, (d) A-vrije iteratie, (e) iteratie, (f) homomorfisme, en (g)

substitutie.

Bewi js

zij G; = (V,,I;,P,,S;) en G, = (V,,5,,P5,5,) contextvrije grammatica's
met (Vl\zl) n (Vo\NEy) = ® en zij S een nieuw hulpsymbool. Voor elke
operatie f van rang n construeren we een contextvrije grammatica Gg,

zodanig dat L(Gg) = £(L(G;),...,L(Gp))-

(a) Definieer Gg = (Vl,Zl,Ps,Sl) met Pg = {A > ¢S | A > ¢ € Pl}.
Dan is L(Gg) = (L(Gl))s.

(b) Definieer Gy, = (Vy, £, u I, Py, S) met V, = V;, u V, u {s}
en Py = {S » S;, S > S,} U P, u P,. Dan geldt L(G,) =

L(G)) U L(G,)-

(c) Definieer G, = (V_, I, v Iy, P, S) met V, =V, u vV, u {S} en
P, = {S »8;S,} uP, uP, zodat L(G,) = L(G)L(G,).

(d) Definieer G+ = (V4,I;,P+,S) met V4 = V, u {S} en Py = {5 > 5,
S » 5,5} uP,. Dan is L(G4) = (L(G; Y.

(e) als (d) met S » A in plaats van S ~» S,-

(f) Zij h: Zt > A* een homomorfisme. Definieer een contextvrije
grammatica Gy = (Vp,A,Ph,S;) met Vp = (V;\I;) U A en Py =
{A > g(¢) | A > ¢ € Pl}, waarin g: VT > Vﬁ het homomorfis-

me is, bepaald door

g(a)
g(a)

h(a) voor a € Z;, en

a voor a € Vl\zl.

Dan geldt L(Gp) = h(L(G1)).
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(g) 2ij o: Zt > P(A*) een &fz-substitutie; dit houdt in, dat voor
alle a« in I; er een contextvrije grammatica Gg=(Vy,A,Py,S4)
bestaat zodanig dat L(Gy) = o(a). Zonder verlies van algemeenheid
mogen we aannemen dat de verzamelingen hulpsymbolen van alle gramma-

tica's G, en Gy (a¢ € I;) onderling disjunct zijn. Definieer nu

Go- = (VG’A’PO"S]_) met
VG = U{Va ! a € Z‘i} u (Vl\.zl) en
Po=UfPg | @ €2)} u{a>n@) | Aa>yce P}

waarin h: VT > Vg het homomorfisme is, gedefinieerd door

h(a)
h(a)

Sq voor alle a in I,

a voor alle a in Vl\Zl.

Dan is L(Gg4) = c(L(Gl)). (Ga dit na)
Einde bewijs

Om de overeenkomstige eigenschap voor de klassen ; en &) (In dit laat-
ste geval moeten de homomorfismen en substituties A-vrij zijn) te bewi j-
zen, zijn gecompliceerdere constructies nodig. De grammatica's zoals in

bovenstaand bewijs gedefinieerd, voldoen dan niet langer.

7.11. Eigenschap

De klasse1§§ is niet gesloten onder doorsnede en complement.

Bewi js

Beschouw L; = {akbka® | n,k > 1} en L, = {akbma® | n,k > 1};
deze talen zijn contextvrij (Ga dit na). Maar L, nL, = {ampmam |
m > 1} is niet contextvrij (zie bewijs van eigenschap 3.34.). Dus iséfé

niet gesloten onder doorsnede.

Veronderstel, datX(, gesloten is onder complement, dan is - vanwege het
feit dat && gesloten is onder vereniging (zie eigenschap 7.10.(b)) - de

taal L} N Ly = (i: U I;) ook contextvrij; hetgeen niet waar is. Dus is

ng, datexz gesloten is onder complement, onjuist.
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7.12. Oefening

Bewijs de volgende beweringen door de bewijzen van de eigenschappen

7.10. en 7.11. op de juiste wijze aan te passen.

(1) &3 is gesloten onder spiegeling, vereniging, concatenatie, (A-vrije)
iteratie en homomorfisme.
(2) &5

(B)éziin is niet gesloten onder doorsnede en complement.

is gesloten onder spiegeling, vereniging en homomorfisme.

Bewi js bovendien dat

(4) éflin niet gesloten is onder concatenatie (zie eigenschap
3.16.).

7.13. Eigenschap

De klasse$(3 is gesloten onder complement en doorsnede.

Bewi js

Zij L een type 3 taal. Dan bestaat er een deterministische eindige auto-
maat A = (Q,Z,0,q),F), die L accepteert. Definieer nu A = (Q,Z,c,qOJF)
met F = Q\F. Dan geldt L(A) = E*\L(A) (Toon dit aan). Dus is &g geslo-

ten onder complement.

Zij L, en L, type 3 talen. Dan geldt L, n L, = (f} U.i;) waarin L als
gebruikelijk een afkorting is voor £*\L. Daar‘&g gesloten is onder

vereniging en complement, geldt L; n L, Eé(3; dus is §f3 gesloten onder
doorsnede.

Van deze laatste bewering geven we nu nog een alternatief, constructief
bewijs: zij L; en L, type 3 talen. Dan bestaan er deterministische ein-
dige automaten A; = (Q;,I,,07,90;,F}) en A, = (Qy,I,,07,9¢2,Fy), die
respectievelijk L; en L, accepteren. Definieer A = (Ql X Qg, Z1 N 22,

09((q;,97),a) = (oy(q;,a), oy(q,,a)) voor alle q; € Q;, g, € Q, en
a €z n g,
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Er geldt dan:

*
1 )
((ql,qz),xy)F—— ((ql,qz),y) dan en slechts dan als
0

* *
L ]
(ql’XY)}_-‘(q1,Y) en (qz,XY)F——-(qz,Y)
A Ay
(Toon dit aan). Met behulp van deze hulpeigenschappen bewijst men ver-
volgens: L(A;) = L(A;) n L(A;) = L; n Ly, waaruit volgt dat é% gesloten
is onder doorsnede.

Einde bewijs

7.14. Eigenschap

De klasse &5 is gesloten onder (a) doorsnede met een reguliere taal, en

(b) invers homomorfisme.

Bewi is

(a) Zij L een contextvrije taal en R een reguliere taal. Dan bestaan er
een stapelautomaat A = (QL,IL,Tl,0L,qgL>Yg,>FL) en een
deterministische eindige automaat AR = (QRr,ZR,0R,qgR>FR)
die L en respectievelijk R accepteren. Definieer een stapelautomaat
A = (Q x Qs I n IR, T, o, (qqyL>99rR)s> 7Yg» FL .x FR)
waarin ¢ de afbeelding van (Qp x Q) x ((IZ n ZIR) v {A}) x T
in de eindige deelverzamelingen van (Qp x Q) x r* is zodanig

dat voor alle qr,qf € QL; 4qR,qR € Qr; a € (Ip n
IR);YE€T; eng €T* geldt:

(Caf,,qR),&) € o((qL,qr),a,Y) dan en slechts dan als
(qt)g) € GL(QL’a,Y) en GR(QR)a) = Qﬁ!

en ((q{,qR),&) € o((qL,qR),A,Y) dan en slechts dan als
(qtag) € °L(QL,A,Y) en qﬁ = qRr.
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Met inductie kan men bewijzen dat
n
((aqys9pg? 2 ¥sYg) i—((qL,qR), A,E)

dan en slechts dan geldt als

vl
(agp »¥s Y= (a5 2,8) en (qqp,w) f— (g, ).

AL AR

Uitgaande van deze hulpeigenschap kan men aantonen, dat L(A) =
L(AL) n L(AR) = L n R; dus is 3(5 gesloten onder doorsnede met

een reguliere taal.

(b) Zij L een contextvrije taal, en A = (Q,Z,F,o,qo,yo,F) een stapelau-

tomaat, die L accepteert. Zij h: 2* > £* een homomorfisme. We
construeren een stapelautomaat A' = (Q',A,T,0',qp,Yg,F') zodanig
dat L(A') = h~l(L(a)) = h~l(L). Zij k = max{|h(a)| | a € A} en
£ = (A} u £ u £2 u ... v zk. Definieer nu Q' =
Q x Z‘k,' q) = (qgsA), F' = F x {A}, terwijl ¢' als volgt

k

bepaald is: voor alle q € Q; ax € < ; a €L u {A}; b€ a; en

Yy € T:

a'((q,A),b,y) = {((q,h(b)),V)}
0'((qsax)a>\:Y) = {((Q',X),w) I (Cl',w) € U(q’a’Y)}'

Het basis idee van de constructie is vrij eenvoudig. De tweede com—
ponent van de toestand dient als buffer en bevat steeds een woord
ter lengte < k. Aan de hand van een invoersymbool b € A wordt de
buffer gevuld met h(b). A' simuleert dan de berekening van A (A
gebruikt de inhoud van de buffer als invoer) tot de buffer leeg is.

Na eventueel enkele A-stappen wordt er weer een symbool van de in-
voer van A' gelezen, de buffer gevuld en de simulatie van A voortge-
zet. Accepteren van de invoer vindt plaats als een eindtoestand van

A bereikt is, en de buffer leeg is.

Het bewijs, dat L(A') = h~1(L(A)), wordt aan de lezer overgelaten.
Einde bewiis
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7.15. Oefening

Bewi js dat<§3 gesloten is onder invers homomorfisme (Aanwijzing: gebruik

transitiesystemen).
Naast het definiéren van nieuwe talen door middel van operaties, kunnen

(verzamelingen van) operaties ook gebruikt worden om klassen van talen

te kenmerken. We besluiten dit hoofdstuk met een voorbeeld.

7.16. Eigenschap (Stelling van Kleene)

23 is de kleinste klasse van talen, die alle eindige talen bevat, en

gesloten is onder vereniging, concatenatie en iteratie.

Bewi js

zij XK de kleinste klasse van talen, die alle eindige talen bevat en
gesloten 1is onder u, « en *. Daaré(3 alle eindige talen bevat en geslo-
ten is onder u, « en * (zie tabel 7.1.; oefening 7.12. of het bewijs van
eigenschap 5.14.) geldt X c '&/3 .

Omgekeerd volgt uit het bewijs van eigenschap 5.16. dat elke type 3 taal
te verkrijgen is door de operaties u, » en * een eindig aantal keren toe
te passen op eindige talen (Toon dit aan). Daaruit volgt &3 cX.
Samengevat levert dit &% =X.

Einde bewi js
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UITLEIDING

In dit hoofdstuk zal een aantal richtingen worden aangegeven, waarin

wordt voortgebouwd op de in de vorige hoofdstukken behandelde stof.

Programmeertaal-ontleders en -vertalers

In hoofdstuk 6 is het volgende probleem al ter sprake gekomen: bepaal
van een gegeven tekst of deze al dan niet een syntactisch correct Pas-
cal-programma is. Ontleders en vertalers voor programmeertalen dienen
echter meer informatie af te leveren dan alleen de uitkomst van een
dergelijke beslissing. Indien de gegeven tekst geen (syntactisch cor-
rect) Pascal is, moet de vertaler voor de gebruiker zinvolle foutmeldin-
gen voortbrengen; anderzijds dient van een aangeboden (syntactisch cor-
recte) Pascal-tekst een ontleding gegeven te worden. De syntactische
structuur is namelijk bepalend voor de betekenis van de tekst en dus

voor het vertalen ervan in bijvoorbeeld PDP-ll-assembler.

Voor het ontleden van een Pascal-tekst kan te werk worden gegaan op de
wijze, die de stapelautomaat van 6.20. toepast. Daar worden op systema-
tische wijze alle afleidingen geprobeerd, die consistent zijn met de
invoersymboolrij. De methode werkt van boven naar beneden ("top-down")
in de zin dat met het start—-symbool van de grammatica wordt begonnen en
vanaf daar naar een zin van L(G) wordt toegewerkt. Het is ook mogeli jk
andersom te werk te gaan. Dan zoekt men voor een produktieregel A »> «
naar een voorkomen van het deelwoord a. Vervolgens wordt o tot A "gere-
duceerd”: a wordt vervangen door A. Zo werkt men vanaf de gegeven sym-
boolrij naar het startsymbool toe. Beide methoden zijn in het algemeen
niet erg efficient. Dit wordt veroorzaakt door al het terugsporen dat
nodig is. Er wordt daarom gezocht naar ontledingsalgoritmen, die voor
bepaalde soorten contextvrije grammatica's zeer efficiént werken. Verder
wil men bij een gegeven soort ontledingsalgoritme de klasse grammatica's
kenmerken, die efficiénte ontledingsalgoritmen van de betreffende soort

bezitten.

Algoritmen, die als uitgangspunt voor een vertaler kunnen dienen, ver-

krijgt men door de in dit dictaat gebruikte automaten te voorzien van
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een uitvoer-mogelijkheid. In termen van de fysische interpretatie van
automaten gebeurt dit door een uitvoerband met schrijfkop toe te voegen.
De schrijfkop kan alleen naar rechts bewegen en de uitvoerband kan wor-
den beschreven maar niet gelezen. Uitgaande van een eindige automaat,
bijvoorbeeld, maakt men een "eindige vertaler” door een uitvoerband toe
te voegen en te definidren dat de transitiefunctie bij een paar (toe-
stand, invoersymbool) nu een paar (toestand, rij van uitvoersymbolen)
geeft, of een eindige verzameling van zulke paren in het niet-determi-
nistische geval. Op een overeenkomstige manier kunnen (niet-)determinis-
tische stapelvertalers worden gedefinieerd. Kernpunt van onderzoek is de
vraag: gegeven een klasse & van talen en een klasse 7 van vertalers,
welke klasse van talen vormt J(&¥), de verzameling van alle vertalingen

van de talen uit &.

Defini&ren van syntaxis en semantiek

In Pascal wordt de verzameling legale programma's vastgelegd met behulp
van een contextvrije grammatica aangevuld met beperkingen in het Engels
(zoals: men mag alleen identifiers gebruiken, die reeds gedeclareerd
zijn). De betekenis van de diverse taalconstructies wordt ook in het
Engels gegeven. Het is niet nodig hiervoor een natuurlijke taal te ge-
bruiken, daar al het noodzakeli jke kan worden gespecificeerd door middel
van een type O grammatica. Dit resulteert echter niet steeds in een
heldere en voor de hand liggende beschrijving. Er worden daarom alterna-

tieven onderzocht.

Dit kunnen modificaties zijn van herschrijfsystemen. Voor de definitie
van ALGOL-68, bijvoorbeeld, is een nieuw soort herschrijfsysteem ge-—
bruikt. Dit is een twee—traps systeem: de herschrijfregels, die mogen
worden gebruikt, worden zelf weer voortgebracht door een herschrijfsy-

steem.

Er zijn ook machine-gerichte alternatieven. Een van de oudste voorstel-
len voor een volledige definitie van een programmeertaal is de suggestie
daarvoor een werkelijke implementatie te nemen. Twee bezwaren van deze
methode zijn, dat het onvermijdelijk is dat de hardware van de betref-

fende machine de taal binnensluipt en dat de definitie slechts beperkt
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toegankelijk is. Om aan deze bezwaren tegemoet te komen, ontwikkelde het
IBM laboratorium in Wenen het idee om voor de implementatie een hypothe-
tische machine te gebruiken. Dit leidde tot VDL, de Vienna Definition
Language. In VDL wordt de betekenis van een programma gedefinieerd als
de rij toestandsveranderingen van een abstracte machine, die het pro-
gramma uitvoert. Hoe het programma wordt uitgevoerd, is gedefinieerd

door een algoritme; de interpretator.

abstracte machine

bron abstract
—————"7 vertaler T
programma programma
interpretator —
invoer uitvoer
-
gegevens

Om onderscheid te maken tussen statische en dynamische eigenschappen
wordt het bronprogramma eerst vertaald in een abstract programma door

een tweede algoritme, de vertaler.

Om nu een programmeertaal te definiéren moeten we aangeven wat voor deze
definitie de toestandsverzameling van de abstracte machine moet zijn en
hoe de vertaler en de interpretator werken. Dit alles dient in de pre-
cies gedefinieerde notatie van VDL te geschieden. Deze methode is ge-

bruikt voor een formele definitie van de programmeertaal PL/1.

Complexiteitstheorie

In dit dictaat zijn twee typen automaten besproken: de eindige automaat
en de stapelautomaat. Zoals in hoofdstuk 6 aangegeven werd, zijn deze op
te vatten als verbijzonderingen van een meer algemeen type automaat: de
Turing-machine. De nadruk in dit dictaat ligt vooral op problemen als
"welke talen kunnen worden geaccepteerd door stapelautomaten?” zonder
rekening te houden met de hoeveelheid geheugencellen, die wordt gebruikt
en zonder te letten op het aantal stappen in een berekening (de "reken-
tijd" van de stapelautomaat). In de complexiteitstheorie ligt het zwaar-

tepunt juist op deze kostenaspecten. Gevraagd wordt bijvoorbeeld, welke
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talen L over I geaccepteerd kunnen worden door een (niet-)deterministi-
sche Turing-machine, zodanig dat voor de berekening, die bepaalt of
w € L ten hoogste f(|w|) geheugencellen nodig zijn, waarbij £f: N » N een
of andere gegeven functie is (bijvoorbeeld: f(n) = rlogz ﬂ} of f(n) =
n). Een belangrijke vraag is ook wat de kracht van niet-determinisme is.
Een taal L ¢ 7* behoort tot de klasse NP (respectievelijk, P) als er
een niet-deterministische (deterministische) Turing-machine en een poly-
noom p: N +» N bestaan, zodanig dat voor elke w € t* er een berekening
van ten hoogste p(lwl) stappen bestaat, die bepaalt of w € L. In con-
creto betekent de vraag naar de kracht van niet-determinisme, bijvoor-
beeld, of P = NP geldt. Deze vraag is &é&n van de prominente onopgeloste
problemen van de informatica. In het college al74 Theoretische Informa-

tica II wordt nader op de complexiteitstheorie ingegaan.

Alternatieve definities

De relatie =é>van een herschrijfsysteem of grammatica werd in hoofd-
stuk 1 zodanig gedefinieerd dat het mogen toepassen van een herschrijf-
regel op een zinsvorm onafhankelijk is van de vraag hoe men aan deze
zinsvorm is gekomen: alles wat kan, dat mag ook. Het herschrijven kan op
verschillende manieren worden bestuurd. Neem bijvoorbeeld de grammatica

G = ({S,A,B,a,b}, {a,b}, P, S) met productieregels

0: S » ABS b: A > a
1: A > aA 5: B> b
2: B > bB 6: S > a
3: S » aS

De productieregels zijn van een etiket voorzien om bij een afleiding een
woord te bepalen, dat deze afleiding beschrijft. Bij de afleiding
S‘_()"}ABS"?ABABS ?ABaBS hoort het woordt 004. Het herschrijfproces
kan nu worden bestuurd door alleen die herschrijvingen toe te laten,
waarvan het bijbehorende woord behoort tot een gegeven besturingstaal C
over het alfabet {0,1,2,...,6}. Neem bijvoorbeeld C = {0(123)“456 |
n > 0}, dan 1is L(G,C) = {ambman | , > 1}. Deze taal is niet con-

textvrij terwijl L(G) contextvrij is en C regulier is.
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De relatie =pvan een herschrijfsysteem werd in hoofdstuk 1 zodanig gede-
finieerd, dat op &&n plaats een deelwoord wordt herschreven. Het her-
schrijven vindt dus sequentieel plaats. Men kan, althans uitgaande van
contextvrije productieregels, ook parallel herschrijven (zie hoofdstuk
1). Neem bijvoorbeeld een herschrijfsysteem met &én regel: a » a2. Dan
geldt a =—)aa =3jaaaa =>a8:a16 =P... indien men steeds alle a's parallel
herschrijft. Dit soort parallelle herschrijfsystemen vindt men in de
literatuur onder de naam "L systems” (van "Lindenmayer systems”, ook wel
“developmental systems”). Ze zijn ontstaan in de theoretische biologie

als modellen voor het groeien van bepaalde, eenvoudige organismen.

Herschrijven van gecompliceerde objecten

Ook objecten van hogere dimensie kan men herschrijven. Bijvoorbeeld, in

het 2-dimensionale geval leveren de regels

X>H
X X
| |
X +»X—C— OH X>X—C—H
X X
(X is het enige hulpsymbool; C, H, O, — en | zijn eindsymbolen) uit-

gaande van

de structuurformules van alle alkanolen en polyhydroxyalkanolen. Voor
dergelijke herschrijfsystemen kan het herschrijven ook sequentieel of
parallel plaatsvinden, en al dan niet onder een of andere vorm van be-

sturing. De theorie van dergelijke meer-dimensionale herschrijfsystemen
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is aanzienlijk ingewikkelder en tot op heden minder diepgaand uitgewerkt

dan het &én-dimensionale geval.

Algebraische benadering

Hoofdstuk 7 eindigde met een voorbeeld van het karakteriseren van een
klasse talen door middel van een verzameling talen en een verzameling
operaties. Een, in de literatuur, in deze context veel voorkomende (on-
eindige) verzameling operaties bestaat uit vereniging, (A-vrij) homomor-
fisme, invers homomorfisme, doorsnede met een reguliere taal, eventueel
aangevuld met concatenatie en iteratie. Een klasse van talen, die geslo-
ten 1is onder deze operaties wordt een AFL ("Abstract Family of
Languages”) genoemd. Voor deze AFL's en soortgelijke structuren zijn

dergeli jke karakteriseringsstellingen op een abstract niveau bewezen.
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De in deze 1lijst genoemde boeken over de theorie van formele talen be-
vatten vrijwel zonder uitzondering &&n of meer paragrafen over bereken—
baarheid, beslisbaarheid en dergelijke. De boeken over berekenbaarheid
gaan natuurlijk veel verder dan in het kader van dit college nodig is.

De inleidende hoofdstukken geven veelal een goed informeel overzicht (in

het bijzonder [10, 17]).

Wat betreft de formele talen theorie, zijn [1, 5, 9, 12, 13, 16, 20, 22]
uitstekende standaardwerken. De in deze boeken behandelde stof omvat
onder andere ook de onderwerpen, die in dit dictaat aan de orde komen.
Andere boeken zijn weer meer geschikt voor voortgezette studie [3, 6, 8,
21, 23] en/of behandelen bijzondere onderwerpen genoemd in hoofdstuk 8
(4, 8, 11, 18, 23].
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VRAAGSTUKKEN

Construeer contextvrije grammatica's voor elk van de volgende talen:

L, = {a3ibi ’ i3 1},

L, = {albd [ 15 j > 0},

Ly = {x } x in {a,b}*, en #(a,x) = #(b,x)}, en
L, = (LjLy U Ly)*

Bewijs dat uw constructies correct zijn.

Verander de definitie van grammatica zodanig, dat in plaats van een
startsymbool er nu een eindige verzameling I van startwoorden (over V)
is. L(G) wordt dan: L(G) = {x x in 2*, en er is een i in I met
i %x}. De vier typen restricties op de vorm van de regels blijven
dezelfde. Bewijs dat de families oy (i = 0, 1, 2, 3) ook dezelfde

blijven onder deze verandering.

Verander de definitie van type 1 grammatica zodanig, dat naast S + A nu
ook regels A » A voor elke A uit V\I zijn toegelaten. Bewijs dat elke
type O taal nu door zo'n veranderde type 1 grammatica kan worden voort-

gebracht.

zij 6 = (V,%,P,S) een type O grammatica met % = {a}, V\g =
{s,A,B,C,M,N,T,X} en P = {S » MIC, C » TC, C > M, TM > XA, TX + XTB,
MX > MN, NT > TN, NA > Ma, BT > TB, BA > Aa, MM + A}. Bewijs, dat L(G) =
{at(n) n>l; t(n)=1+2+ ...+ n}.

2
Construeer een type O grammatica G zodanig dat L(G) = {anbn '

n > 1} Toon aan dat uw constructie correct is.

Construeer een contextgevoelige grammatica die de taal {ww . w in

{0,1}*} voortbrengt. Bewijs dat uw constructie correct is.
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Zzij G = (V, Z, P, S) met V I = {S,A,B}, £ = {0,1} en P
SB1, A0 » SOB, B » SA, B + 01, 1B » O}. Bewijs dat L(G)

{s + oaB, Al »
?.

Construeer een herschrijfsysteem dat een woord ¢a'bS$§ (met r > O
en s » 1) omzet in een woord aTbSctdY zodanig dat r = t.s + u en

0 < u < s-1. Bewijs dat uw constructie correct is.

Construeer een herschrijfsysteem dat een gegeven woord ¢aPbds$
(p,q?0) omzet in een woord aPbdal met r = pq. Bewijs dat uw con-

structie correct is.

Construeer een herschrijfsysteem dat controleert of een gegeven woord
al (n » 2) samengesteld (d.i. niet-priem) is. Bewijs dat uw construc-

tie correct is.

Construeer een contextgevoelige grammatica G = (V, I, P, S) met L(G) =
{ansam

correct is.

m = 20, n > 0} en I = {a,$}. Bewijs dat uw constructie

Bewijs dat voor elke contextvrije grammatica G = (V,I,P,S), de taal

a

a in V¥ en S==ya} contextvrij is.

Bewijs dat als card(V) = 1 het PCP over V algoritmisch oplosbaar is.

Zij I een alfabet met temminste twee letters en X = (Xj,.++,Xp),
Y = (y1se¢5Yn), twee lijsten van niet-lege woorden over I. Ga na of

het Post correspondentieprobleem algoritmisch oplosbaar is als

() n=1
(2) n > 1 en voor elke 1 (1 < i < n) geldt: ixii = Iy1i

Motiveer steeds uw antwoord.
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Ga na of het volgende probleem algoritmisch onoplosbaar is. Gegeven een
alfabet I met tenminste twee letters en x = (xl,...,xn), y =
(y15+++5¥n), twee lijsten van niet-lege woorden over I; bestaan er
getallen k 2 1, m > 1, 11,0001, Jyseeesip met 1 < ip, jq < n
(1< p<k,1l<q<m)zodanig dat

x ...x

=y, ee.y,?
Lo T T Ty

Ga na of het volgende probleem algoritmisch onoplosbaar is. Gegeven een
alfabet I met tenminste twee letters en X = (X),eee5%Xp), y =
(¥1s+++5¥n), twee lijsten van niet-lege woorden over I; bestaan er
getallen k > 1, 11,0051k, Jpseesg met 1 < ip, jq < n (l<p,q<k)

zodanig dat

X, eeeX, =Y, eauy, ?
S R M FE

Zij 6 = (V,Z,P,S) een type O grammatica. Toon aan dat L(G) beslisbaar is
dan en slechts dan als er een berekenbare functie f: I* » N bestaat,

zodanig dat w € L(G) dan en slechts dan als 9k < f(w) [S ,gw]

21 T = {a,b,c}. Definieer voor elke j > 1, h(j) = bal, en voor elk
geordend n-tal w = (w;,..,wy) van woorden wy in {a,b}"’ (1<i<n)
H(w) = {cwilwiz...wikch(ik)...h(il) k > 1;
1 <4, «oo, ig < n}.

Bewi js de volgende beweringen:

(1) Voor elke w geldt dat H(w) een contextvrije taal over I is.

(2) Als x = (xl,;..,xn) en y = (¥y5+++,¥n) geordende n-tallen van
woorden in {a,b}* zijn, dan is H(x)/H(y) gelijk aan of {A} of ¢ al
naar gelang er al dan niet een oplossing van het Post corresponden-

tie probleem voor x en y bestaat (N.B. de operatie L,/L, wordt gede-

finieerd door Ll/Lz = {u uv in L1 en v in LZ}).
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zij G = (V, I, P, S) een contextvrije grammatica waarvan de taal L(G)
oneindig is. Bewijs dat er een A in V\I is en woorden x;, X;, W), W, en

*
w in I* bestaan met S=-§=;xle2, A.=*>w1Aw2, A =—3yw en wlwz#)\.

Bewijs dat {aibjak i,j,k > 1}\~{a“bna“ n > 1} een con-

textvrije taal is.

Toon aan dat Pascal niet contextvrij is.

Construeer een contextvrije grammatica, die de taal {w w in {a,b}*,
]

en #(a,w) = #(b,w)}\{a®" | o > O voortbrengt. Bewijs dat uw con-
structie correct is.
Beschouw het herschrijfsysteem H = (V,P) met V = {),(,[,]} en P =

{[] > A, O - A}. Definieer nu een taal D over V door middel van
D = {x x in V¥ en x % A} . Geef een intuitieve beschrijving
van de elementen van D. Construeer vervolgens een contextvrije gramma-

tica voor D. Bewijs dat uw constructie correct is.

Construeer een contextvrije grammatica die de taal {anbm '

1 <n<m < 3n} voortbrengt. Bewijs dat uw constructie correct is.

Construeer een contextvrije grammatica die de taal {x$y X,y in

{a,b}*, en #(a,x) = #(a,y)} voortbrengt. Bewijs dat uw constructie

correct is.

Bewi js dat {x $ x | x in {a,b}*} niet contextvrij is.

Bewijs dat {anpm l 0<m*¢ n2; n > 1} niet contextvrij is.
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Bewijs dat {a?bfx = n; x in {b,c}*} niet contextvrij

is.

n > 1, |x

Bewijs dat {x | x in {a,b}*, en #(a,x) = #(b,x)} niet regulier is.

Bewijs dat {xx5 | x in {a,b}*} niet regulier is.

Bewi js dat {a“bm ' 1 <m< n} niet regulier is.

Beschouw de taal L = l_) {Ll.On.Lz.ln.L3 l n > 1} waarbij L,,L, en Lj
niet-lege talen over een of ander alfabet I zijn. Kan men op één of
andere manier I, L,, L, en Ly zodanig kiezen dat L regulier is? Motiveer

uw antwoord.

Bewijs dat voor elke reguliere grammatica G met eindalfabet I, het pro-

bleem [wl,w2 € t*: $*™\L(G) = {wl,wz}] algoritmisch oplosbaar is.

Bewijs dat voor elk alfabet I het probleem [G € %;3: Z*\L(G) is onein-
dig] algoritmisch oplosbaar is.

Bewi js dat het probleem [Gl,G2 €g3: L(G)) n L(G,) is oneindig] algorit-

misch oplosbaar is.

Bewijs dat het probleem [G € %;2, a € Ry: L(G) E_p(a)] algoritmisch

oplosbaar is.
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Construeer deterministische eindige automaten Ay (i = 1, 2, 3) met

L(Ay) = Ly waarbij I = {a,b} het invoeralfabet is en

x in I¥*, en is deelbaar door 3},

[
—
I

-{X X

L, = {a x b I X in Z*},

= {x x in ¥, en #(aaa, x) = 0}.

=
w
[

Construeer voor de grammatica G = (V, I, P, S) waarbij I = {a,b} en P =
{s » aA, S > aaA, S > a, S > b, A > bbS, A » b} een niet-deterministi-
sche automaat A, zodanig dat L(Al) = L(G). Construeer vervolgens een
deterministische automaat A, met L(Az) = L(Al). Bewi js dat uw construc—

ties correct zijn.

Construeer voor de grammatica G = (V, I, P, S) waarbij I = {a,b,c} en P
= {s » abs, S > ba, S > aA, S > abB, A > bbS, B > bB, B > c} een niet-
deterministische automaat A, zodanig dat L(Al) = L(G). Construeer ver-
volgens een deterministische automaat A, met L(A,) = L(A;). Bewijs dat

uw constructies correct zijn.

Zij E een relatie op een verzameling V, d.w.z. E is een deelverzameling
van VxV. Zoals gebruikelijk schrijven we xEy in plaats van: (x,y) in E.

E heet een equivalentierelatie als voor alle x,y en z uit V geldt:

( 1) xEx,
( i1) xEy d.e.s.d. als yEx,
(iii) als xEy en yEz dan geldt ook xEz.

Een equivalentierelatie E op V deelt V op in een aantal onderling dis-
juncte "equivalentie-klassen” [x] = {y yEx}; dit aantal wordt de index
i(E) van E genoemd. We zeggen dat E;, een verfijning van E, is indien E,
een deelverzameling van E, 1s (dew.z. XE,y impliceert dat szy).

(1) Bewijs dat voor equivalentierelaties E} en Ep op V geldt dat, als E;
een verfijning van E2 is, dan i(El) > i(Ez).
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Een equivalentierelatie C op I* heet een rechter—-congruentierelatie

als xCy impliceert dat voor alle z in I* ook (xz)C(yz) geldt. Zij nu L
een taal over L. Dan is C een verfijning van L d.e.s.d. als xCy impli-
ceert dat: x in L d.e.s.d. als y in L (D.w.z. als xCy geldt, dan zijn

of zowel x als y in L, of zowel x als y niet in L).

(2) Bewijs dat C een verfijning van L is, d.e.s.d. als L de vereniging

van een zeker aantal equivalentieklassen van C is.

Zij L een taal over I. Definieer de equivalentierelatie CL geInduceerd
door L d.m.v. xCry d.e.s.d. als voor alle z in I*: xz in L, d.e.s.d.

als yz in L.

(1) Bewijs de volgende stelling.
Stelling (a) Cj, is een rechter-congruentierelatie.
(b) C, is een verfijning van L.
(c) Als C &n of andere rechter-congruentierelatie is die
een verfijning van L is, dan geldt dat C een deelverza-

meling van Cj, is.

(2) Bewijs tenslotte de volgende stelling:
Stelling Zij L een taal over L. Dan zijn de volgende beweringen
geli jkwaardig:
(a) L is regulier.
(b) Er bestaat een rechter-congruentierelatie op I* die
een verfijning van L is.

(c) De index 1(Cp) van Cp, is eindig.

z1j A = ({a1,92,93,9,}s {0,1}, o, qy, {a3,q,}) een 0 |1
eindige automaat waarvan de transitiefunctie o

weergegeven is in bijgaande tabel. q q; | 93
(1) Teken het transitiediagram van A. 9 | 95 | a4
(2) Construeer een type 3 grammatica G zodanig dat q3 q, q“

L(G) = L(A). Bewijs dat uw constructie correct is. a9y | 91 | qq
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Zij L de taal bestaande uit alle woorden over {0,1} waarin de woorden
10100, 10110 en 010111 elk ten minste &én keer als deelwoord voorkomen.
(1) Construeer een niet-deterministische eindige automaat A met L(A)=L.
(2) Construeer een deterministische eindige automaat B met L(B) = L.

Bewijs dat uw constructie correct is.

Zij A = ({ql’qZ’q3’q‘+}’ {0,1}, O {ql}a {qz,q3}) een

eindige automaat waarvan de transitiefunctie 0 1

o weergegeven is in bijgaande tabel.

(1) Teken het transitiediagram van A. q; {qz,q3} )

(2) Bepaal L(A). a5 ¢ |{a,.a93}

(3) Construeer een deterministische eindige automaat qg {a,} {a,}
die L(A) accepteert. Toon aan dat uw constructie q, @ {qz,qu}

correct 1is.

Zij L de taal bestaande uit alle woorden over {0,1} waarin 1000, 1011 en

1010 elk tenminste é&n keer als deelwoord voorkomen.

(1) Construeer een deterministische eindige automaat die de taal
{0,1}*\L accepteert.

(2) Construeer een deterministische eindige automaat die de taal
({0,1}*\L)s accepteert.

Bewijs dat uw constructies correct zijn.

Zij A = ({q1,q2,Q3}, {0’1}, g, {ql}s {qz}) een niet- 0 1
deterministische eindige automaat waarvan de

transitiefunctie weergegeven is in bijgaande q; {qz} {ql,qa}
de tabel. q; {q3} {ql}

q3 {ql} {Q3}

(1) Teken het transitiediagram van A.

(2) Construeer een type 3 grammatica die de taal {0,1}*\L(A) voort-
brengt.

(3) Construeer een type 3 grammatica die de taal ({0,1}*\L(A))s
voortbrengt.

Toon aan dat uw constructies correct zijn.
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Zij A = ({ql,qz,q3,qq}, {0,1}, g, {ql,qz}, {qk}) een 0 1

niet-deterministische eindige automaat waarvan

de transitiefunctie o weergegeven is bijgaan- q, {qz,q3} {q3,q4}

de tabel. q, @ {ay}
a3 [{a1,92H fasl

(1) Teken het transitiediagram van A. qy ) {ql:Q3}

(2) Construeer een type 3 grammatica die de taal
{0,1}*\L(A) voortbrengt.

(3) Construeer een type 3 grammatica die de taal ({O,l}*\L(A))S
voortbrengt.

Toon aan dat uw constructies correct zijn.

Beschouw de operatie 0: {a,b,c}2 > {a,b,c} gegeven door de tabel:

D.w.z. dat bijvoorbeeld a ® ¢ = c en ¢ © a=b. Merk

a b ¢ op dat in het algemeen de gelijkheden x0y = y@x en
Xx0(y®z)=(x0y)0z niet gelden. Construeer
a| a a c nu een niet-deterministische eindige automaat, die
a b de taal {x;X,...Xy | n > 1; x4 in {a,b,c} voor
c|b ¢ a 1 <1i< n;

xle(xzo(xse........G(Xn_1®xn).......)) =
(Coveee(x,0%,)0...... Oxn_z)exn_l)exn} accepteert. Bewijs

dat uw constructie correct is.

Zij G de grammatica G = (V,I,P,S) met I = {a,b}, VNI = {S,A,B,C} en P =
{s »as, s »bs, s> aA, S>bC, A>bB, C+ aB, B > aB, B > bB, B » A}.
Bepaal L(G) en toon aan dat G dubbelzinnig is. Construeer vervolgens een
eindige automaat die L(G) accepteert. Bewijs dat uw constructie correct

is.

Z1ij A een gegeven eindige automaat met n toestanden. Bewijs dat L(A) on-

eindig is d.e.s.d. als er een woord w in L(A) bestaat met n < 'W’ < 2n.
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Bewijs de volgende gelijkwaardigheden waarin o en B reguliere expressies
en a, b en ¢ symbolen zijn:

(1) (a+p)* = (a™+8)%,

(2) a* = A+ o+ o+ a3a*,
(3) ((a+b+c)*b+c)*c = (A+(a+b+c)*b)cc*.

Construeer een type 3 grammatica voor de taal gedefiniéerd door de regu-

liere expressie (aa + bb*a + abb*a)*.

Construeer een reguliere expressie die de taal definiéert, die voortge-
bracht wordt door de grammatica G = (V, I, P, S) met I = {a,b}, V\I =
{s, A, B} en P = {S » abA, S > aB, A > aaS, A > bA, B > aA, B > b}.

Zij ¥ = {0’1} en A = ({qo: q)» qz}’ i, o, {q0}9 {qo}) 0 1
een niet-deterministische eindige automaat. De

transitiefunctie is weergegeven in bijgaande tabel. q {ql} {qz}

a; [{a1}]{{az,90}
(1) Teken het transitiediagram van A. q7 {qz} {qo}

(2) Construeer een reguliere expressie die L(A)

definieert. Bewijs dat uw constructie correct is.

Construeer een rechts-lineaire grammatica voor de taal gedefinieerd door
de reguliere expressie (ab)* + (bec + a)*b. Toon aan dat uw construc-

tie correct is.

Construeer een deterministische eindige automaat die de taal accepteert,
gedefinieerd door de reguliere expressie (11+0)*(00+1)*. Toon aan

dat uw constructie correct is.

Construeer een deterministische eindige automaat, die de taal accep-
teert, gedefinieerd door de reguliere expressie 10+(0+11)0%*1. Toon aan

dat uw constructie correct is.
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Zij A = ({ql,qz,qa},{0,1},o,q1,{q1}) een eindige automaat o 0 1

waarvan de transitiefunctie ¢ weergegeven is in

bi jgaande tabel. q; q; q,
(1) Teken het transitiediagram van A. 9, [ 43 | 92
(2) Construeer een reguliere expressie a zodanig dat a3 | 9; | 92

p(a) = L(A).
(3) Construeer een reguliere expressie B zodanig dat
p(8) = {0,1}*\L(A).

Toon aan dat uw constructies correct zijn.

Beschouw de vergelijking X = AX + B in &é&n onbekende X. Hierin zijn A en
B talen over een alfabet I, terwijl + dezelfde betekenis heeft als in de

definitie van reguliere expressie.

(1) Bewijs dat A*B een oplossing van deze vergeli jking is.

(2) Bewijs dat voor elke oplossing S geldt: A*B is een deelverzameling
van S.

(3) Bewijs dat deze vergelijking meer dan &én oplossing heeft dan en

.slechts dan als A )\ bevat.

Een-dimensionaal solitaire spel. Het speelbord is een oneindig lange lat

waarin op regelmatige afstanden gaten zijn geboord.. In de beginsituatie
zijn er eindig veel pennen geplaatst in verder willekeurig gekozen ga-

ten. Voorbeeld:

...0001001101000. ..

Daar er maar eindig veel pennen zijn, bestaan er buitenste pennen,
d.w.z. pennen links (resp. rechts) waarvan geen andere pennen meer zijn.
Elke spelsituatie kan worden beschreven als een eindige symboolrij over
het alfabet {0,1}, door een gat als O en een pen als 1 te noteren en de
gaten links (resp. rechts) van de buitenste pennen niet op te schrijven.
De hierboven geschetste spelsituatie noteren we dus als 100110l. Een zet
bestaat uit het laten springen van een pen over een buurpen naar een

daarnaast gelegen vrije plaats. De buurpen verdwijnt daarbij
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Voor de zet: Na de zet:
110 001
011 100

Het spel wordt gespeeld door opeenvolgend mogelijke zetten te doen tot-
dat er geen zetten meer kunnen worden gedaan. Dan is er een eindsituatie
bereikt. Het spel is gewonnen als de bereikte eindsituatie bestaat uit
een bord waarin nog precies &é&n pen staat. We noemen een woord w over
{0,1} winnend als w begint en eindigt met een 1 en als het spel vanuit
de door w bepaalde beginsituatie kan worden gewonnen. Zij R de verzame-
ling van alle winnende woorden. Construeer een reguliere expressie die R

definiéert. Bewijs dat uw constructie correct is.

zij A = ({qay,92,93}, {0,1}, o, {a;}, {a2}) een niet- o |1
deterministische eindige automaat waarvan de

transitiefunctie weergegeven is in bijgaande tabel. q; {q

N
——

{Q1:Q3}
{a,}
{q3}

——

q2

—_—
o
- W
—

(2) Construeer een type 3 grammatica die de door-

snede van p(a) en L(A) voortbrengt, waarbij o de reguliere expressie
11(0+1)*00 is.

(3) Construeer een type 3 grammatica die de doorsnede van p(B) en
(L(A))S voortbrengt, waarbij B de reguliere expressie
010(0+1)*11 is.

Toon aan dat uw constructies correct zijn.

Zzij 6 = (V,%,P,S) de grammatica gegeven door I = {a,b}, V\I={S,A,B,C,D}
enP={S+>A, A>Ba, A>Ca, A>Cb, B>Da, B>Cb, B>Aa, C~>Ca, D
+Ca, D>Cb, D>»Bb, B>a, C>a, D>+ b}.

(1) Construeer een (niet-deterministische) eindige automaat die de taal
I*\L(G) accepteert.

(2) Construeer een (niet-deterministische) eindige automaat die de door-
snede van p(a) en (L(G))S accepteert, waarbij @ de reguliere ex-

pressie aa(a+b)* jg.

Bewi js dat uw constructies correct zijn.
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Construeer een stapelautomaat A met invoeralfabet {a,b,c}, zodanig dat
Lp(A) = {x x in a*b*c*, en #(a,x) = #(b,x) + #(c,x)}. Toon aan
dat uw constructie correct is. Kan A deterministisch gekozen worden? Wat
is de minimale benodigde grootte van het stapelalfabet? Motiveer uw
antwoorden. Beantwoord nu dezelfde vragen voor A' met Lp(A') = {x X

in {a,b,c}*, en #(a,x) = #(b,x) + #(c,x)}.

Construeer een stapelautomaat A die de taal gegenereerd door de context-
vrije grammatica ({S, A, a, b}, {a,b}, {S » aAA, A > bS, A » aS, A » a},
S) accepteert (d.m.v. accepterende toestanden). Bewijs dat uw construc-
tie correct is. Kan A deterministisch gekozen worden? Wat is het mini-

male aantal toestanden van A? Motiveer uw antwoorden.

Construeer een contextvrije grammatica voor de taal Lp(A) met A =
({QO’ ql}’ {0’1}, {ZO,X}, g, 9p» Zo) ?) waarbi j

O(QO, 1, ZQ) = {(qo, XZO)} G(QQ) A, Zo) = {(qos >\)]’
U(QQ, 1’ X) = {(qos XX)} O(ql) 1, X) = {(ql: A)}
O(QQ: 0, X) = {(qls X)} U(Q1a 0, Zo) = {(qos ZQ)}

Bewijs dat uw constructie correct is.

Gegeven een willekeurige stapelautomaat A. Bewijs dat er een stapelauto-

maat A; met slechts &&n toestand bestaat zodanig dat L,(A) = La(Ay).

Gegeven een willekeurige stapelautomaat A. Bewijs dat er een stapelauto-

maat A2 met slechts twee toestanden bestaat zodanig dat Lp(A) =

'LF(AZ). Onder welke voorwaarden bestaat er een stapelautomaat A, met

één toestand zodanig dat Ly(A) = Lr(A})?
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Gegeven een stapelautomaat A met de eigenschap, dat er een natuurli jk
getal k is zodanig dat op elk tijdstip van elke tot accepteren leidende
berekening hoogstends k symbolen op de stapel staan. Bewijs dat Lp(A)

regulier is.

zij ¢ = ({a, B, a, b}, {a,b}, P, A) met P = { A > Ba, Aa > Bb, B » bA,
Ab > A, B > BB, B> b, A > a} een grammatica. Bepaal L(G). Construeer
een stapelautomaat die L(G) accepteert. Bewijs dat uw constructie cor-

rect is. Is L(G) regulier?

Zij L een contextvrije taal over een alfabet I. Definieer:

L, = {313335"’32k+1 ajajagay,...a, ., in L; voor zekere
87584500058y, 405 a1 in I, 1<1<2k+l}

Bewi js dat L, contextvrij is.

s
Bewi js dat de taal {wlcwzc..cwmccwi 1<i<m; wj in {0,1}*,
1 < j < m} contextvrij is.

Zij L de taal over {[,],(,)} gedefinieerd door:

( i) A in L,

( ii) als w in L is, dan zijn ook [w] en (w) in L,
(iii) als x en y in L zijn, dan is ook xy in L,

( iv) niets anders zit in L.

Construeer een stapelautomaat die L accepteert. Bewijs dat uw construc-—

tie correct is.

Construeer een deterministische stapelautomaat A zodanig dat Lp(A) =
{xcycxs x,y in {a,b}*} v {xcydys X,y in {a,b}*}. Bewijs dat

uw constructie correct is.
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Construeer een deterministische stapelautomaat die de taal
{aibjcam ’ i,j » 1; i+j = 1 (mod 2); m = i+j} U {aibjdan
i,j > 1; i+j = 0 (mod 2); n = %(i+j)} accepteert. Bewijs dat uw con-

structie correct is.

Construeer een deterministische stapelautomaat die de taal

*
{oksw w in {0,1}*; k = #(0,w)} v [oPssw w in {0,1}*;
P = #(l,w)} accepteert. Bewijs dat uw constructie correct is.

Zij A,B en C willekeurige talen over een alfabet I. Welke van de volgen-

de gelijkheden zijn (on)juist? Geef of een bewijs of een tegenvoorbeeld.
(1) (AB)* = A*p*

(2) A*(B n C)* = (AB n AC)*
(3) (A*B®)* = (A u B)*

Een taal L is een palindroom taal als voor alle w uit L geldt w = wS.

(1) Bewijs dat als L een palindroom taal is dan is ook LS een palin-
droom taal.

(2) Ga na of de volgende beweringen (on)juist zijn. Geef steeds of een
bewi js of een tegenvoorbeeld.
(2.1) "Als L = LS dan is L een palindroom taal".
(2.2) Zij L' = L n LS voor zekere taal L. "Als L een palindroom

taal is, dan is L' dat ook".

(2.3) "Als L' een palindroom taal is, dan is L dat ook".

(2.4) "Als w = wS dan is de taal w* een palindroom taal".

7.3. Welke van de volgende gelijkheden zijn geldig voor alle talen L;, Ly, Lé

en alle homomorfismen h? Motiveer uw antwoord.

(a) L)(L, uLy) =LL, uLL,

(b) (L, nLy* =1} n L}

(e) (LjL)* Ly = L(L,L,)*

(@) b~3(L; n L) = h7I(L)) n BTL(L,)
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waarbij voor iedere taal L, h’l(L) gedefiniéerd is als h'l(L) = {x h(x)
in L}. Indien een gelijkheid ongeldig 1is, probeer dan voorwaarden te

vinden, waaraan L;, L,, Lj en/of h dienen te voldoen opdat dan de ge-
1i jkheid geldt.

Verander de definitie van type 2 grammatica zodanig, dat in plaats van
en startsymbool er nu een type 2 taal I van startwoorden (over V) is.
Voor zo'nm grammatica G = (V, I, P, I) met I inéfa, bli jven de type 2
restricties op de vorm van de regels dezelfde, terwijl L(G) nu wordt
gedefiniéerd door L(G) = {x x in Z*, en er is een i in I met
1=§7x}. Bewijs dat de familie o, dezelfde blijft onder deze verande-
ring.

Twee talen L; en L, heten bijna gelijk indien L\L, en L,\L; eindig
zijn. Bewijs dat een taal L regulier is dan en slechts dan als L bijna

gelijk is aan een reguliere taal.

Bewijs de (on)juistheid van de volgende beweringen:

(1) h~l(h(L))
(2) h(h~1(L))

L, en

L.

waarin L een willekeurige taal, h een willekeurig homomorfisme is, en

h~1(S) gedefinieerd wordt door h~1(s) = {x | h(x) in S}.

Definieer voor elke taal L over I, SUB(L) = {w . xwy in L; voor zekere

X,y in Z*}. Bewi js dat SUB(L) regulier is, indien L regulier is.

Zij L een contextvrije taal. Bewijs, dat de taal {x in L | 'xl is on-

even} ook contextvrij is.
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7.9. Bewijs dat voor elke funktie f van talen naar talen die voldoet aan:

EAD = (Ab, £ L)) = £L)EL,), en £( Uy L) = T £(L)

een substitutie is.

7.10. Is de volgende bewering waar of onwaar? "Als de vereniging van L, en L,
context=vrij is en L; regulier is, dan is L, contextvrij”. Geef of een

bewijs of een tegenvoorbeeld.

7.11. Wat is het verband tussen &% en de kleinste klasse ¥ van talen , die

voldoet aan

(L) F bevat alle eindige talen, en

(2) ¥ is gesloten onder vereniging, doorsnijding en complement.

(Een klasse ﬁis gesloten onder complement, indien voor alle L in % met
L over I ook I™L in <..l_"is). Is 8(3 gesloten onder (aftelbaar) oneindige

vereniging? Motiveer uw antwoorden.
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11. TENTAMENS MET UITWERKINGEN

TECHNISCHE HOGESCHOOL DELFT

Onderafdeling der Wiskunde en Informatica
Julianalaan 132

2628 BL DELFT

TENTAMEN THEORETISCHE INFORMATICA (al37)
Woensdag 20 juni 1984

In het volgende wordt met "bewijs ...." aangegeven dat een (correct en vol-
ledig) bewijs moet worden gegeven. Met “"beargumenteer ...." wordt bedoeld,
dat men een steekhoudende redenering dient te geven, waarin kan worden vol-
staan met het formuleren van beweringen en inductie-hypothesen, terwijl het
inductiebewijs niet behoeft te worden uitgeschreven; evenzo kan men volstaan
met het formuleren van invarianten (of invariante beweringen) en behoeft men
de verificatie, dat deze beweringen inderdaad voor een gegeven herschri jfsy-

steem invariant zijn, niet in detail uit te werken.

1. Bewijs de volgende gelijkwaardigheid (a en b zijn symbolen):
A+ (atb)*b = ((atb)*p)*

2. zij 6 = ({s,A,B,a,b}, {a,b}, P, S) met P = {S + aaS, S + abA, S + aab,
g

A+ B, B+ aaB, B » A} een grammatica.

(2.1.) Construeer een niet-deterministische eindige automaat A;, zodanig
dat L(A;) = L(G).

(2.2.) zij A, = ({pg,p;}, {a,b} o, {pg}, {p;}) een eindige automaat,
waarbij o aldus is bepaald:
o(pg,a) = o(pg,b) = {py},
a(py,a) = olp;,b) = {py}-
Construeer een eindige automaat A3 zodanig dat L(A3) = L(G)nL(A,).

Beargumenteer de correctheid van de door u geconstrueerde automaten A; en
Aj.

3. Ontwerp een contextvrije grammatica G zodanig dat L(G) = {anbmck |
n,k > 0, m = ntk}.

Bewijs de correctheid van uw grammatica.
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4. Bewijs dat de taal L = {w € {a,b,c}* | (#(a,w))2 = #(b,w), #(c,w) > 0}

niet contextvrij is.

zij A = (q,Z,T,0,q;,$,F) een stapelautomaat met I = {a,b}, r = {$.1},

Q= {QQ’qlqu:Q3}: F = {Q3} én

a(qq,a,$) = {(qq,19)}, o(q;,b,1) = {(q,,M},
a(qq,a,1) = {(qq,11)}, o(q;,b,$) = {(a3, M},
a(qg, 1) = {(q;,N)}, ala,, 2,1 = {(q, 0},
0(q;,X,8) = {(Q3,X)}-

(5.1.) Teken het transitiediagram van A.
(5.2.) Bepaal Lg(A). Beargumenteer uw antwoord.
(5.3.) Bepaal Lp(A). Beargumenteer uw antwoord.

(5.4.) Is A deterministisch? Beargumenteer uw antwoord.

(5.5.) Construeer een contextvrije grammatica G zodanig dat L(G)

{x € t* | x € Lp(A); le is een 3-voud}. Beargumenteer de

correctheid van uw grammatica.

Zij I en A alfabetten, en HOM(Z,A) = {f | f£: t* + A* is een A-vrij

homomorfisme}. Definieer voor elk paar f en g uit HOM(ZI,A) de taal

Efg over I door middel van

Efg = {x e ot | £(x) = g(x)}.

(6.1.) Bewijs, dat voor alle f en g uit HOM(Z,A) geldt:
Efg = ng, en E¥g = Efg'

(6.2.) Bewijs, dat het probleem U = [f,g € HOM(I,A): E g

algoritmisch onoplosbaar is.

(6.3.) Bewijs, dat als card(f) = 1, dan is het probleem U,

[£,8 € HOM(L,A): Efg = ¢] algoritmisch oplosbaar.

t 0]

(6.4.) Bewijs, dat voor alle alfabetten I en A en voor alle f en g uit

HOM(Z,A) de taal Efg beslisbaar is.
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20.06.1984

1.

2.1.

a) Voor iedere verzameling L geldt L* = 1 Y% L1, zodat

L vy L = {a} u L c L*. Dus p(A + (a+b)*b) = o(A) U p((a+b)*b) ¢
o(((a+b)*b)*).
b) zij L = {a,b}*{b}. Dan geldt LK c L voor elke k > 1. Dit volgt

met inductie naar k:

k =1: L c L.

In

Stel Lk c L voor alle k, 1 < k < n (Inductiehypothese)
k = n+l: Ln+l = LOL < LL < L. Omdat p((a+b)*b) =

0((a+b)*)p(b) = {a,b}*{b} geldt

* % * k * Kk
o(((a+b) b) ) =u (p((atb) b)) = {rA} u u (p((atb) b))
k>0 k>1

*
c {x} v p((atb) b)

Uit a en b samen volgt p(A + (a+b)*b) = p(((a+b)*b)*) zodat
A + (atb)*b = ((atb)*b)*

Grammatica is rechtslineair, kan worden omgevormd tot een equivalente
reguliere grammatica en vervolgens kan een equivalente eindige automaat
worden geconstrueerd (resulteert in 7 toestanden). Hier wordt L(G) be-

paald en dan een automaat voor L(G) gemaakt. Schets van een afleiding

volgens G
S éazns Qa "abA %azn‘ﬂ =?a2n+lba2m of
S éazns :a Taaba =§a2n+2 g?azm-zbazm
Hieruit zien we dat L(G) = {an-*'lba2m | n,m > 0}.
2n l

De volgende uitspraak U 1is een invariant voor G: U = [¢ € {a

n > O}{s, abA, aabA, abB, aabB, ab, aab}{azm a > o}ll]. Als

w € L(G) dan S X3y, Daar U(S), geldt ook U(w) dus w € {a2n |
n > 0}{ab= aab}{a | m > 0} Ln+1b32m | n,m > o},

Vis
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Verder geldt voor elke n > O: S*@azns en B=*®a2nB (bewi js
met inductie naar n). Als w € {an+1ba21n | n > 0, m > 0}, zeg

= an+1ba2m dan

* - * nt
- als ntl even is, zeg ntl=2k dan S=pa2(k 1)S=§a2kbA==>an+1bB=?an 1bazm

* + * nt
- als ntl oneven is, zeg ntl=2k+l dan SéaZkS =732k+1bA=7an 1bBQarl lbazm

{an+1 2m

Dus L(G) ba | n,m > 0} c L(G). Deze taal wordt geac-

cepteerd door de automaat

Immers:

- (l,w)pi.(Z,A) als en alleen als w = an+1, voor zekere n > O.

- (3,w)}3-(3,k) als en alleen als w = azn, voor zekere n > 0.

De gegeven automaat A2 heeft als transitiediagram

L(Ay) = {w € {a,b}* | |w]| is oneven} want
(px,w)+:.(py,A) als en alleen als x + le =y (mod 2).
+1
Dus L(A;) n L(G) = {an ba2m | m > 0, n> 0, ntl+1+2m oneven}
+1. 2
= {an ba“" | m >0, n> 0, n oneven}

= {aznba2m | n > 1, m > 0}

Deze taal wordt geaccepteerd door de automaat met als transitiediagram
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want
(3,w)|-*—(4,)\) als en alleen als w
(1,w)|_*_(3,)\) als en alleen als w

2
ba m voor zekere m » 0 en

2m
a voor zekere m > 1.

G ({S,A,C,a,b,c}, {a,b,c}, P, S) met als verzameling productieregels:
P={S+AC, A+ aAb, A > A\, C > bCc, C » A}.
De uitspraak U(¢) = [¢ € {a}*{A,)\}{b}*{C,)\HC}* en #(a,¢) + #(c,¢)

= #(b,¢)] is een invariant voor het aan de grammatica ten grondslag

liggende herschijfsysteem. Stel namelijk dat U(¢) geldt, en dat ¢ =pV¢

door middel van de regel

- A+ aAb Uit U(¢) volgt dan dat voor zekere n,m,k > 0, ¢ =

alAbRCck of ¢ = alAb®ck en m = ntk. Als ¢ ==y door

middel wvan A > aAb volgt dus ¢ = .':1n+1Abm-*.1Cck of
+

Y = a” lAbm+1ck met m+1 = n+l+k zodat U(y).

- A > A Dan kan ¢ op dezelfde wijze worden geschreven en volgt ¢ =

anpicck of y = anb®ck met m = ntk. Derhalve U(y).
- Controle op herschrijven door middel van C + bCc of C + X gaat net zo.

Aangezien elke afleiding van G de vorm S=¢AC-.=*->W heeft en U(AC)
geldt, geldt ook U(w). Daar w € {a,b,c}* is, volgt: als w € L(G) dan
w € {amb®ck | n+k = m, n,k,m > O}.

Voor iedere n > 0 geldt: A*QanAbn.

n=0: AZA, definitie van =%.

Stel AéanAbrl voor elke n, 0 < n < m (inductiehypothese)
n = mHl: A=paAbvaatablb = a™lapttt,

Evenzo volgt: voor iedere n > 0 geldt ¢ & bncen.

Zij nu w € {anbmck | n,k,m > 0, m = n+k}. Onderscheid vier geval-

len:
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w = A (n=m=k=0) S=pAC=»C =) dus dan w € L(G)
*
w=a"b" (k=0) S=»AC=>a"Ab"C =»a"b"C =»a"b", dus w € L(G).
k k k. k_. .k k_, kk
w=bc (n=0) S=pAC=PAb Cc =p»b Cc =pb c , dus w € L(G).
* * +
w = anbm-kck S =pAC =>a"Ab"C @anAbnbkCck= anbm—kCck=anbrl kck, dus
w € L(G).
n+k

Dus L(G) = {anb ck | n,k > 0}.

zij L, = {a“bnz | n > 1}. Deze verzameling is niet bestand tegen
pompen volgens de pompstelling voor &’2 (eigenschap 3.33.). Stel dat dit
wel het geval 1is, en dat het getal p voldoet. Dan moet anp2
geschreven kunnen worden als anp2 = xuvyz zodat |uy| > 1,
luvy| < p en xulvylz € L voor 1 > 0, immers |anp2| = pZp>p
(want p > 1). u en y kunnen elk ten hoogste een soort letter bevatten
omdat anders in xuzvyzz de alfabetische volgorde is verstoord. Bovendien
kunnen u en y niet dezelfde soort 1letter bevatten, anders geldt
(#(a,xvz))2 # #(b,xvz). Derhalve bestaat u alleen uit a's en y alleen
uit b's en geldt |u| > 1, |y| » 1. #(a,xu?vy2z) = p + |u| > p+l, zodat

#(b,xulvy2z)

Uegau Vy &y

<4

1 p?

~
-

oter dan ) moet =zi

O
h
=

( aawr
A . naarl

=

K
J

aa
aa

2p + 1 = (p+l)2. Tegenspraak.

1
J

oo
5%

+

or 4
5+ i
#(b,xu?vy?z) = pZ + |y| < p2 + p < p?
Omdat L; niet bestand is tegen pompen volgens 3.33, is L, ¢-Yz.
Als L € Z,, dan is ook L, = L n {a®" | n,m > 1} contextvrij, immers
&, 1s gesloten onder doorsnijding met reguliere talen (7.14) en

{a®® | n,m > 1} € .

Dus L ¢§C2 (L is niet bestand tegen pompen; dit aantonen is echter
bewerkeli jker).
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Transitiediagram:
a/$ > 1%
a/1 -~ 11
9o
A1 > A b/$ > A
De enige manier om de stapel te ledigen, is met behulp van een transitie

x/$ + A. Deze transities voeren allemaal tot een accepterende toestand,
dus Lp(A) < Lp(A). Omdat iedere transitie naar een accepterende
toestand tevens de stapel ledigt, geldt ook Ly(A) < Lp(A). Samen
leidt dit tot Lp(A) = Lp(A).

Alle accepterende berekeningen beginnen in q,, eindigen in q3 en gaan

via toestand qy.

(qo,w,$)ki-(q0,x,a) als en alleen als w = a en a = 1B$ voor zeke-
ren >0
(ql,w,lns) Fﬁ- (ql,A,S) als en alleen als n = 2k en w = bK voor

zekere k > 0

(ql,w,1“$) F:' (g,2,$) als en alleen als n = 2k+l en w = bk+1
voor zekere k > O.
Dus w € Lp(A) als en alleen als er symboolrijen u = all en v = b

zijn, zodat

n.m * m .n m  n-1l *
- (qo,wsS) = (qO’a b ;$)'_(q.0)b 1 $)"' (ql)b 1 $)|'_(ql,b:$)'—(Q3’>\’>\)
Dan moet dus n » 1 en n-1 = 2k en m = k+l voor zekere k > 0. Of

- (agr9s8) = (42" ) F (ag, b, 1)k (a8, 17 T$)F (4, 1,8) F(ag0 1, )

Dan moet dus n » 1 en n-1 = 2k+l en m = k+l voor zekere k > O.

Met andere woorden:

w € LF(A) als en alleen als w € {anbm | n>1, m= l?%lj +1}.
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Samengevat:

-1
Lp(A) = L,(a) = {a"" | n > 1, m = [5=] + 1}

o(qg,a,l) # @ en o(qy,2,1) # @ dus A is niet deterministisch.

L(G) = {a"b® | n > 2, L%lj + 1 =m, ntm is drievoud}
Nu geldt:

indien n even is, n = 2k, dan n + Lrl;—l_] +1 =2k +k-1+1=3k

indien n oneven is, n = 2k+l, dan n + LﬁZLJ +1=2k+1+kt+tl =3k + 2

Dus L(G) = {aMb® | n=2k voor zekere k>1, m = L3;—1j+1}
= {a%*pk | k > 1}.

G = ({S,a,b}, {a,b}, {S + aaSb, S ~» aab}, S)

invariant: U(¢) = [¢ € {aZRka | k > 1, x € {S,A}}].
Dus als w € L(G) dan:

- w = aab en dan w € {azkbk ] k>1}
- S == aaShb =*=w. Omdat U(aaSb) geldt, geldt eveneens U(w) zodat
{a?pk | k > 1}.

Zkyk | k> 1}.

w €

Derhalve L(G) c {a

Voor elke k > 0 geldt Sé.aZkak (bewijs met inductie naar k).
Dus als w € {aZkbk | ® > 1} dan 1is er een afleiding
S %az(k_l)Sbk-lﬁaZkbk, dus w € L(G).

Derhalve {a?*pk | k > 1} < L(G).
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= + = = + = = .
B {x e o¥ | £(x) = g(x)} = {x € ot | g(x) = £(x)} B
+ = k + |
Efg W1 Efg’ dus Efg S-Efg
Zij x € E?g dan is er een k 2> 1 zodat x = uju,...up met

uj € Efg voor alle i, 1 < i < k. Dus f(uy) = g(uj) voor alle

i, 1 < i < k. Omdat f en g homomorfismen zijn, geldt f(x) =
f(ul)f(UZ)ooof(uk) = g(ul)g(uz)-ocg(uk) = g(X), zodat X € E

en derhalve E¥ c E
fg —

fg

fg

N = 7t
Samengenomen: Efg Efg'

Zij (n,al,...,an,bl,...,bn) met aj,bjy € At voor alle i,
1 < 1 < n een exemplaar van PCP en zij I = {sl,sz,...,sn} een alfabet
van n letters.

Z2ij f,g: * > ¥ homomorfismen, bepaald als volgt: f(sy{) = ay en
g(sy) = by, 1 <1< n.

Dan Ef = {w e v | f(w) = g(w)}. Efg # @ als en alleen als
dw € T [f(w) = g(w)] als en alleen als er een rij s, S, «..s bestaat

iy iy
zodat f(s, S, «..S, ) =a, a, «..a, =b, b, ...b, =g(s, s, «cos5, ).
i1 12 ik il 12 ik il 12 ik 11 12 ik

Met andere woorden, E # @ als en alleen als het exemplaar van

fg
PCP "waar” oplevert. Als dus het probleem U algoritmisch oplosbaar is,

is ook PCP algoritmisch oplosbaar. Derhalve is U niet algoritmisch op-

losbaar.

Efg # @ als en alleen als er een woord sk in zt is, zodat
f(sk) = (f(s))k = g(sk) = (g(s))k. Dit is het geval als en al-
leen als f(s) = g(s). De vraag of f(s) = g(s) kan daadwerkelijk worden
beslist, zodat [f,g € HOM(Z,A): E = ¢] algoritmisch oplosbaar 1is

fg
ingeval card() = 1.



- 193 -

6.4. Een algoritme, dat de karakteristieke functie van Efg berekent, 1is:
invoer : x = s;8,...8¢ € ot
uitvoer: u € {ja, nee}
methode: y := f(sl)f(sz)...f(sk);
z := g(s;)g(sy)...8(sy);

als y = z dan u := ja anders u := nee.

Omdat f en g eindig gerepresenteerd kunnen worden, bijvoorbeeld als
tabellen, is bovenstaande procedure daadwerkelijk uitvoerbaar en dus is

E beslisbaar.
fg

TECHNISCHE HOGESCHOOL DELFT
Onderafdeling der Wiskunde & Informatica
Julianalaan 132

2628 BL DELFT

TENTAMEN THEORETISCHE INFORMATICA (al37)
Maandag 20 augustus 1984
14.00 - 17.00 uur

In het volgende wordt met "bewijs ..." aangegeven dat een (correct en volle-
dig) bewijs moet worden gegeven. Met "beargumenteer ..." wordt bedoeld dat men
een steekhoudende redenering dient te geven, waarin kan worden volstaan met
het formuleren van beweringen en inductiehypothesen, terwijl het inductiebe-
wijs niet behoeft te worden uitgeschreven; evenzo kan men volstaan met het
formuleren van invarianten (of invariante beweringen) en behoeft men de veri-
ficatie, dat deze beweringen inderdaad voor een gegeven herschrijfsysteem

invariant zijn, niet in detail uit te werken.

*

l. L, en L, zijn talen over het alfabet I en h: A” » g*

is een homomorfis-—
me. Onderzoek of de volgende inclusies gelden. Geef steeds een bewijs of

een tegenvoorbeeld.

(1.1) (L1 v 1)* ¢ i} v L}
(1.2) 1} u L3 ¢ (1, v L)*
(1.3) h7I(L, v L)) ¢ h71(L)) v b7I(L,)
(1.4) v~1(wy) v hl(Ly) e bTi(L; U L)
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De grammatica G = ({S,X,a,b},{a,b},P,S) heeft de volgende productieregels.
P={S > abSba, S » X, S » A\, X > aXa, X » bXb, X » aXb, X > bXa, X + S}

(2.1) Bepaal L(G) en beargumenteer Uw antwoord.
(2.2) Construeer een deterministische eindige automaat A zodat L(A) = L(G).
Beargumenteer de correctheid van A.

oa s L 1% [ 1%k . cs s a1 g s TN
Zij h: {a,b + ja het homomorfisme bepaald door h(a)=h(b)=a.
’

7~
N
.
w

N’

Construeer een deterministische eindige automaat B zodat L(B) =

h(L(G)). Beargumenteer de correctheid van automaat B.

Ontwerp een herschrijfsysteem (V,P) met {B,E,a} c V waarvoor geldt
BanlE =§$vam dan en slechts dan als m = L%J. Bewijs de goede

werking van het herschri jfsysteem.

zij L = {w € {a,b,c}* | #(a,w) + #(b,w) = #(c,w)}

(4.1) Construeer een stapelautomaat A zodat Ly(A) = Lp(A) = L. Beargu-
menteer de correctheid van uw ontwerp.
(4.2) Construeer een contextvrije grammatica G zodat L(G) = L n

p(a*b*c*). Beargumenteer de correctheid van Uw grammatica.

2
Zij L = {p%a®" | a,m > 1} v {ak | k > 1}.
(5.1) Laat zien dat L voldoet aan de pompstelling voor reguliere talen.

(5.2) Bewijs dat L niet regulier is.

Bewi js dat het probleem [Gl,G2 G‘gz : L(Gy) E.L(Gz)] algoritmisch onoplos-
baar is. U mag er daarbij van uitgaan dat de taal {wcv$ | w,v € V*,
w # VS} contextvrij is voor elk alfabet V, zonder dat U deze uitspraak

behoeft te bewijzen of te beargumenteren.
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20.08.1984
1.1. Onjuist
Neem L, = {a}, L, = {b} dan (L, u Lp* = {a,b}* ¢ {a}* v [p}*

1.2.

1.3.

2.1.

= Lf u L;; ab, bijvoorbeeld, is in {a,b}*\({a}* U {b}*).

Juist

Als L c M dan is L* < M*. Immers, als w € L* en w # A dan is w
te schrijven als w = v;Vv,...Vg voor zekere k > 1 en viy € L voor alle
i, 1 < 1 < k. Dus ook vy € M voor alle i1, 1 < i < k. Dus w € M*.
L, € L, u L, en L, € L, U Ly. Dus L} & (L, u Lp)* en
Ly ¢ (L, u Ly)*. Dus ook L} u Ly c (L, u Ly)*.

Juist

Als w € h™l(L; u L,), dan h(w) € L; u L,. Dus h(w) € L; of h(w) € L,.
Dus w € h‘l(Ll) of w ¢ h'l(Lz). Dus w € h'l(Ll) U h‘l(LZ). Met andere
woorden: h‘l(L1 u Ly) E_h‘l(Ll) U h'l(Lz).

Juist

Als w € h™1(L}) v h7I(L,), dan w € h™I(L;) of w € h™}(L,). Dan h(w) € L,
of h(w) € L,. Dus h(w) € L, v L, zodat w € h'l(L1 u L,). Met andere
woorden: h‘l(Ll) U h‘l(Lz) E_h'l(L1 v L2).

De regel S + abSba is overbodig en de symbolen S en X kunnen vereenzel-

vigd worden. L(G) = {w ¢ {a,b}* | |w| is even}.

invariant: U(¢) = [¢ € {uyv | u,v ¢ {a,b}*, lul = |v|, v € {S,X,A}}].
Als w € L(G) dan S-_tgw. Daar U(S) geldt, geldt ook U(w). Dus |w| is
even en w € {w € {a,b}* | |w| is even}.

Voor elke k > 0O en elk tweetal u,v € {a,b}* met |u| = vl = k geldt
S==7X,§$UXV (Met inductie naar k en splitsing naar de vier mogelijkhe-
den voor de combinatie “"eerste-letter-u, laatste-letter-v"). Als
w € {W € {a,b}* | |w| is even} dan zijn er u,v € {a,b}* met

lul = |v| en w = uv. Dan S=X*ﬁuXV.§uV = w zodat w € L(G).
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Samen: L(G) = {w ¢ {a,b}* | |w| is even}.

De automaat met onderstaand transitiediagram voldoet
a,b

(qx,v)pi-(qy,x) als en alleen als y = x + |v| (mod 2). (Bewijs met
inductie naar de lengte van v). L(A) = {w | (q¢,w) Fﬁ_ (qO,A)}
{w e {a,b}* | |w| is even}.

h(L(G)) = {a®® | n > 0O}.

(qx,an)ki-(qy,k) als en alleen als y = x + n (mod 2).

Zij het herschrijfsysteem (V,P) bepaald door V={B,a,E} en P = {Ba3 + aB,
BE + A, BaE > A, Ba2E > A}.

Voor elke n is de uitspraak Up een invariant

13

def [¢ = a of k,m >0 [¢ = akBamE en 3k +m = n]].

U, ()

Stel dat U,(¢) geldt en dat ¢ =y via de regel:
- Bad » aB: dan zijn er getallen k en m zodat ¢ = akBa®E en
3k + m = n en m » 3. Voor y geldt: ¢ = ak+lBam-3E

en 3(k+1) +m - 3 = 3k + m = n. Dus Un(y).

- BaE > A : dan zijn er getallen k en m zodat ¢ = akBaBE en

3k + m = n en m = 1. Dus k = E%ﬂ. Voor ¢ geldt

1531

dus ¢ = a

- BE + A en Ba2E » )\ gaan net zo als BaE + ).
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Als dus voor zekere n > 0 geldt Ba“E:épam dan is
m = L%J» immers U,(BaE) geldt en dus ook Un,(a®).

Voor elke n » 0 geldt: Ba3n—i) a"B. Bewijs met inductie naar w:
n = 0: Ba»B per definitie.
Stel dat voor elke n, 0 < n < m geldt Ba3n=£§}a“3

(Inductiehypothese)
n = m + 1: B a:3( m+1) = B a13n1a aa =2 alBald_
am+1B IH

Voor iedere n » 0 is er eenm » O en een r, O < r < 3 zodat n = 3m + r.

3m+r *
a

Dus geldt voor elke n » 0: BaBDE = B E =p a"BalE =p am =

L3 5/

a + Zodat voor elke n » 0, BalE herschreven kan worden tot a .

Op de stapel wordt bijgehouden het verschil A(w) = #(a,w) + #(b,w) -
#(c,w). Als het verschil positief is, staan er p's op de stapel, als het
negatief is, n's. Als A(w) = O bevat de stapel alleen het beginstapel=-
symbool l. Tenslotte wordt door middel van een )-transitie de stapel

leeg gemaakt.
Definieer A in overeenstemming met het transitiediagram.

x/1 + pl
c/l + nlL

x/p + pp
c/p > A x € {a,b}
x/n + A

c/n

Elke accepterende berekening van A heeft de vorm (qo,w,l)fi-(qO,A,L)k-
(q1,A,X), zodat Lp(A) = Lp(A). Tevens geldt
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(qo,w,l)|-*—(q0,>\,al) als en alleen als
indien A(w) = 0 dan a = A
indien A(w) > 0 dan a = p
indien A(w) < O dan « n

A(w)
Alw)

Dus Ly(A) = Lg(A) = {w € {a,b,c}* | a(w) = 0}.

L n L\)(a*b*c*) = {a“b"ﬂcnﬂ[l | n,m > O}. Een contextvrije

grammatica die deze taal voortbrengt, is

¢ = ({s,T,a,b,c},{a,b,c},P,S) met P = {S » aSc, S » T, T » bTc, T » A}.
Voor elke n » O geldt: SéanScn en Tébn'rcn. Dus, voor

N, i

* 0 n N T 4
elke n,m > O: S=?auSc“='->auTc"=# a“mecmc“@a b c m, zodat

L 0 p(a*d*c*) c L(G).

Verder geldt de volgende invariant:

U(e) = [¢ € {a"sb™ | n > 0}u{anmecn+m | n,m > 0}u{anbmcm+m | n,m > 0}]

Z2ij w € L(G) dan S:*ﬁw. Omdat U(S) geldt, geldt ook U(w). Daar
w € {a,b,c}* volgt w ¢ {anbmcn-‘-m | *p¥e*

n,m>0}=an(a P"c”).
Samengevat: L(G) =L n p(a*b*c*).

Kies p gelijk aan 1. Zijw € L, |w| > 1 en zij c de eerste letter van w:
w = cv. Dan kan men schrijven w = xyz zodat voor elke i > O xylz e L
door de keuze x = A, y = c en z = v. Dit is ommiddellijk duidelijk voor
i > 1. Wat het geval i = 0 betreft:

2 2
als w = ba" danxy°z=ar€{aklk>1}EL
2 2
als w = bbta® dan xy°z = ba® ¢ {p"a" | nm > 1} cL
alsw=aatdanxy°z=at€{ak|k>1}_c_L
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5.2. De klasse &% is gesloten met betrekking tot doorsnijden. Als dus L ¢ &%

2
dan ook L n p(ba®) = {ba" | m > 1} € X,. Maar {ba" |
m 2 l} is niet bestand tegen pompen volgens de pompstelling voor regu-
liere talen. Stel immers dat dit wel het geval is, en dat het getal p

2 2
voldoet. Beschouw balPtl) e [ba" | m > 1}. Daar
Iba(P+1)2| >

) p moet men X, y en 2z kunnen kiezen =zodat xyz =
(p+1)
ba

2
en voor elke 1 > 0 [xylz e (ba™ | m > 1}] en
- 0, = pa(Pr1)2=|y]
0 < |y| < p. Dan is #(b,y) = 0. Welnu xy%z = ba .

(p+1)2 > (p+1)2 - Iyl > (p+1)2'p = p2 + p +1 > p2, zodat xyoz ¢
{pa™ | m > 1}.

2
Derhalve {bam | m > 1} ¢$f; en dus ook L ¢ &..
Z21ij (n,al,...,an,bl,...,bn) een exemplaar van PCP over het alfabet
V. De grammatica Gp = ({B,S} uvV, V, P, B) zij gedefinieerd door

P={8>s$}uf{s>ash] |lc<ic<nlu{s+a b | 1 <1 <nl.

i i
Dan geldt

s
L(GP) = {ai a, LN c(bilbi ...bi )°s I k 1, 1 <i, < n voor alle j,

1 72 k 2 k 3
1 <j<k}.

Indien het exemplaar van PCP oplevert de uitspraak:

- waar : dan 1is er rij i,5¢¢.,1ix zodat éil...aik =

bi ...bik dus dan L(Gp)‘\{wcvs | w # vS l#¢
1

en L(Gp) ¢ {wevs | w,v € V¥, w # vs}.

- onwaar: dan geldt voor elke rij i;...1ig dat a, ...aik

1

# bi ...bik zodat L(Gp) 13 {wcvs ] W,V € v*
w # VS}.

Zij Go een type 2 grammatica met L(Gg) = {wcv$ | w,vEV*, w # vS}.

Krachtens gegeven bestaat er zo'n GO.
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Indien [GI’GZ E‘gz: L(Gy) E.L(Gz)] algoritmisch oplosbaar is, dan is ook
PCP algoritmisch oplosbaar. En wel door gegeven een exemplaar van PCP de
bovenstaande grammatica Gp te construeren en vervolgens te bepalen of
L(Gp) < L(Gy). Derhalve is [Gy,G, € 92: L(G,)  L(G,)] niet algorit-

misch oplosbaar.



12. REGISTER

Verwijzingen vinden plaats naar definitienummer (bi jvoorbeeld:

paginanummer (bijvoorbeeld: p. 123).

accepteren
- DEA
- NEA
- NPDA

transitiesysteem

accepteren met accepte-
rende toestanden

accepteren met lege
stapel

accepterende toestand

- DEA

- NEA

- NPDA

afleiden

afleidingsboom

afsluiting

aftelbaar

aftelbaar oneindig

alef-nul

alfabet

- eindalfabet

algebra

algoritme

algoritmisch onoplosbaar

algoritmisch oplosbaar

algoritmisch partieel
oplosbaar

anti-symmetrisch

associatief

beginsymbool
begintoestand
- DEA

4.12
4.21
6.8,
4.35

6.8

P29
1.1

1.21
p-6

2.11
2.19
2.19

2.19
p-4
p-6,

1.21

4.4

6.9

p.7

- NEA

- NPDA

berekenbaar

beslisbaar

betekenis van een regu-
liere expressie

bijectief

bodemstapelsymbool

cardinaliteit (card)
cartesisch produkt
Chomsky

= hierarchie van

= normaalvorm
commutatief

complement

concatenatie

- van talen

= van woorden
concateneren
configuratie

- DEA, NEA

- NPDA
contex{gevoelig
- grammatica

- taal
contextvri j

- grammatica

- taal
correspondentieprobleem

van Post

1.23) of naar

4.18
6.1

2.14
2.26

5.9
p.5
6.1

p-29
p.4

p.46

6.27

p:6, p.7
p-3,p.151,
p.153,p.154

5.1
1.10

1.10

4.7
6.4

1.34
1.41

1.35
1.41

2.22



deelwoord

deterministisch

- eindige automaat

- lineair begrensde au-
tomaat

- stapelautomaat

- Turing machine

diagonaal argument

direkt produkt

disjunkt

doorsnede

dubbelzinnig

echte inclusie
eindalfabet

eindige automaat

- deterministich

- niet-deterministisch
eindige verzameling
eindsymbool
equivalent

- automaten

- grammatica's
equivalentierelatie

exemplaar

funktie
- partieel

- totaal

geli jkheid

geli jkmachtig
geli jkwaardig
gesloten
grammatica

- contextgevoelig
- contextvrij

- lineair

1'3
4.4

p.121
6.21
p-121
p-33
p-4
p.3
p.3
3.24

p-3
1.21

4oh
4.18
2.3
1.21

4.24
1.24
p-4

2.17

p-5
p-s
p.>

p.3
2.1
5.11
7.8
1.21
1.34
1.35
1.36
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- linkslineair
- rechtslineair
- regulier

- type O

- type 1

- type 2

- type 3

- verlengend

halfring

herschri jfregel
herschri jfsysteem
hierarchie van Chomsky
homomorfisme

- invers

- van algebra's

- van halfringen

- van monoIden

- van talen

hulpsymbool

inclusie

inductie, voorbeeld van
een bewi js met

injectief

invariant

inverse

- van een functie

- van een homomorfisme

- van een relatie

invoersymbool

iteratie

- A-vrije iteratie

- nul-iteratie

- k-iteratie

karakteristieke functie

klasse

1.38
1.37
1.39
1.32
1.34
1.35
1.39
1.33

7.4
p.7
p.7
p-7
7.4
1.21

p-3

p-17
p->
1.26

p.S
7.4
)
4.4
5.3
5.3
5.3
5.3

2.26
p-3



Kleene
- % 4+

- stelling van

lambda (A) notatie
leeg

- verzameling

- woord

lengte

letter

lineair

- begrensde automaat
- grammatica

- taal
linkerafleiding
linkslineair

- grammatica

- taal

machtsverzameling
MIN

monoIde

neutraal element

niet—-deterministisch

- eindige automaat

- lineair begrensde
automaat

- stapelautomaat

- Turing machine

oneindige verzameling

onoplosbaar (algo-
ritmisch)

onvergeli jkbaar

opbrengst

oplosbaar (algoritmisch)

opsombaar
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p.147
7.16

p-3
1.3
1.8
1.1

p.-121
1.36
1.41
3.21

1.38
1.41

p-4
6.23
p-6

p.6,p.7

4.18

p.121
p.122
p.-121

2.3

2.19
p-3

3.18
2.19
2.26

ordening
- partieel
- totaal

overaftelbaar

partieel

- funktie

- oplosbaar (algo-
rithmisch)

- ordening

PCP

pompstelling

= contextvrije talen

- lineaire talen

- reguliere talen

probleem

produktieregel

rang van een operatie
rechterafleiding
rechtslineair

- grammatica

- taal

reflexief

reflexieve afsluiting
regulier

- expressie

- grammatica

- taal

relatie

= inverse

spiegelbeeld
spiegeling(soperatie)
stap

- DEA

- NEA

- NPDA

3.33
3.15
3.11
2.17
1.14, 1.21

p.-6
3.21

1.37
1.41
p-4

1.19

5.6
1.39
1.41
p.4
peS

p.128, 7.1
p.128, 7.1

4.8
4.20
6.6



- transitiesysteem
stapelautomaat
stapelsymbool
startsymbool
stopprobleem
substitutie

sur jectief

symbool
symmetrisch

taal

toestand

totaal

- functie

- ordening
transitiediagram
- DEA, NEA

- NPDA

- transitiesysteem
transitiefunktie
- DEA

- NEA

NPDA

transitiesysteeﬁ
transitief
transitiesysteen
Turing machine
type van een algebra
type O

- grammatica

- taal

type 1

- grammatica

- taal

type 2

- grammatica

- taal

p-83
6.2
p.99

b.b
4.18
6.1
4.32
p.4
4.32

p.120

p.6

1.32
1.41

1.34
1.41

1.35
1.41
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type 3
- grammatica

- taal

vereniging
verlengend

- grammatica
- taal
verschil

verzameling

woord

zin

zinsvorm

1.39
1.41

P-3,

1.33
1.41
p.3
p.3

1.3

1.22
1.22

5.1



